
1 1 

ОБОСНОВАНИЕ СХОДИМОСТИ 

ДИСКРЕТНЫХ АНАЛОГОВ 

СОПРЯЖЕННО-ОПЕРАТОРНЫХ 

МОДЕЛЕЙ 

 Сорокин С.Б. 

 ИВМиМГ (Новосибирск)  
 

АБРАУ ДЮРСО - 2013 

1 



2 2 

АБРАУ ДЮРСО - 2013 

Содержание 

 

1. Введение 

2. Сопряженно-операторные модели 

3. Общая схема построения дискретного аналога 

сопряженно-операторной модели 

4. Пример построения дискретного аналога – 1D, 2D 

5. Обоснование сходимости – 1D 

5.1. Устойчивость 

5.2. Аппроксимация 

5.3. Сходимость 

6. Тесты 

7. Дальнейшие возможности 

2 



3 3 

АБРАУ ДЮРСО - 2013  

2. Сопряженно-операторные модели 

Математические модели для классических стационарных 

задач механики сплошной среды обладают сопряжено- 

операторной структурой. 

Математические модели физического явления основаны на: 

законе (законах) сохранения, 

уравнении состояния, 

определяющих соотношениях. 

 Как правило, оператор в определяющих соотношениях R 

сопряжен по Лагранжу оператору R* в законе сохранения. 

Трактуя математическую модель как операторные 

уравнения в гильбертовых пространствах, имеем: 

*

* *

, , ,

( ) , ( ) .

R w f w Kq q Ru

u U R H w U R H
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Задача теплопроводности: 
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Статическая задача теории упругости 

11 22 12

11 22 12
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3. Общая схема построения дискретного аналога 
сопряженно-операторной модели 

 

1. Выбираем за опорный оператор R. 

2. Строим какую-либо его аппроксимацию Rh . 

3. За аппроксимацию оператора R* берем сопряженный к 

Rh :  R*h = (Rh)* 

 

 

 

 

 

Здесь Hh и Hh* соответствующие конечномерные 

гильбертовы пространства сеточных функций. 

В результате, независимо от выбора Rh, однозначно 

определяется R*h  

*

* * *

*

: , : ,

( , ) ( , ) .
hh

h h h h h h

h h h h

h h HH

R H H R H H

R u w u R w
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Если ввести 

 ei - ортонормированный базис в Hh (в скалярном 

произведении      ), 

то действие оператора R*h на любую сеточную функцию из 

Hh* однозначно определяется по формуле 

 

 

Другими словами: Как только введен Rh  (определено его 

действие в Hh ), так вы сразу знаете как действует R*h , 

и сопряжено-операторная дискретная модель имеет вид:  
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4. Пример построения дискретного аналога – 1D, 2D 

 

 

 

 

 

Hh -- гильбертово пространство сеточных функций, 

заданных на сетке    , принимающих нулевое значение на   , 

со скалярным произведением: 

 

 

Hh* -- гильбертово пространство сеточных функций, 

заданных на сетке       , со скалярным произведением: 
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Пример построения дискретного аналога – 2D 
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Спектральная задача 

 

 

 

 

 

 

1. Можно применять БПФ. 

2. Построенный оператор эквивалентен по спектру 

оператору   
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Важно ! 

1. Rh аппроксимирует оператор R со вторым порядком в 

точках  

 

2. Компоненты    - тензоров ранга 1 (векторов) 

определяются в одних и тех же точках 
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5. Обоснование сходимости – 1D 

5.1. Устойчивость 
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5.2. Аппроксимация 

 Уравнение для погрешности 

  

  

  
Оценка  
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Выберем в качестве базиса в 

Вычислим 
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Верны равенства  
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Поэтому  

 

А, используя формулу центральных прямоугольников: 
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Опять используя    и финитность 

 

 

 

 

А значит 

 

 

 

Выберем в качестве         следующую сеточную функцию 
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и поэтому 

 

 

 

 

 

 

Окончательно 
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5.3. Сходимость 

Рассмотрим две задачи  

 

 1.  

 

 

 2.  

 

 Ясно, что  

Для      справедлива оценка (устойчивость) 

 

 

Получим оценку для 
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Умножим первую строку уравнения                  на (-1): 

 

 

 

Далее, скалярно умножим обе части 

Получим: 

Левая часть 

 

 

 

Правая часть 
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Таким образом 

А значит 

 

 

 

 

 

Справедливо неравенство (Фридрикса) 

 

И, следовательно, 

 

Окончательно  
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Точная схема с кусочно-постоянным коэффициентом 
на неравномерной сетке 

Легко проверяется, что в случае кусочно-постоянного 
коэффициента      точным решением построенной схемы 

 

 

 

 

 

 

 

 

является 

 

Здесь       точное решение дифференциальной задачи  
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6. Тесты 

Область 

 

 

 

Задача 
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В таблицах используются обозначения: 

 

 

 

 

 

 

              - проекция точного решения на сетку 

           - проекция потока от точного решения на сетку 

 

                   - решение дискретной задачи на сетке 

                   - решение дискретной задачи (дискретный 

поток) на сетке    
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Равномерная сетка 

Смешанные производные  

 

Решение 

Таблица 1 
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Неравномерная сетка 

 

Решение 

Таблица 2 
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1 2 1 1 2 1( , ) (2 ) (1 )u x x x x x x  
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Неравномерная сетка+Разрывные коэффициенты  

 

 

 

Решение 

Таблица 3 p1=10, p2=1000  
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7. Дальнейшие возможности 

 

1. Теория упругости; 
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2. Криволинейные координаты; 
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3. Не стыкующиеся сетки; 
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4. Краевые условия. 
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Спасибо за внимание 
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M.  
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спектральных задач в методе фиктивных областей. Тезисы  докладов  

Третьего  Сибирского  конгресса  по прикладной и индустриальной 

математике (INPRIM-98), Часть III, Новосибирск, Изд. ИМ СО РАН 1998, 

стр. 23. 
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Аппроксимация на стыкующихся сетках 1D 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Самарский А.А. Теория разностных схем. Москва, Наука, 1983. 

Самарский А.А., Лазаров Р.Д., Макаров В.Л. Разностные схемы для дифференциальных 

уравнений с обобщенными решениями. Учеб. Пособие для ун-тов.- М.: Высш. Шк., 1987-296 с. 
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 Тест 

 

 

 

 

Решение U(x)=x 

 

 

 

 

 

 

 

 

a  1, 1ix 

 

1x  

2b  

c  

d  

2x

 

1,ix

 

2, jx  

2, 1jx 

 

1
Ω  

1b  

2
Ω  Γ  

Погрешность максимум 

1x
h  

2xh  
1yh  

2yh  
1max   

1

1
max

2
  2max   

2

1
max

2
  max   

0.1 0.1 0.1 0.05 0.2037E-02 0.6160E-03 0.2988E-02 0.8632E-03 0.1050E-01 

0.05 0.05 0.05 0.025 0.1242E-02 0.3371E-03 0.1568E-02 0.3994E-03 0.5245E-02 

0.025 0.025 0.025 0.0125 0.6791E-03 0.1763E-03 0.8020E-03 0.1920E-03 0.2622E-02 

 

Погрешность  
2

L  

1x
h  

2xh  
1yh  

2yh  
1( )

2
L  

1

1
( )
2
2L  2( )

2
L  

2

1
( )
2
2L  *( )2L  

0.1 0.1 0.1 0.05 0.2215E-02 0.1885E-03 0.1067E-02 0.2666E-03 0.2191E-02 

0.05 0.05 0.05 0.025 0.7731E-03 0.9443E-04 0.5382E-03 0.1124E-03 0.7591E-03 

0.025 0.025 0.025 0.0125 0.2741E-03 0.4717E-04 0.2695E-03 0.5147E-04 0.2651E-03 
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1. Обсуждение задачи 

50 


