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Математические модели для классических стационарных 

задач механики сплошной среды обладают сопряжено- 

операторной структурой. 

Математические модели физического явления основаны на: 

законе (законах) сохранения, 

уравнении состояния, 

определяющих соотношениях. 

 Как правило, оператор в определяющих соотношениях R 

сопряжен по Лагранжу оператору R* в законе сохранения. 

Трактуя математическую модель как операторные 

уравнения в гильбертовых пространствах, имеем: 

*

* *

, , ,

( ) , ( ) .

R w f w Kq q Ru

u U R H w U R H
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Математическая модель задачи теплопроводности: 

Искомые переменные: 

 

 

В области       выполняются уравнения 
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Итак для задачи теплопроводности, имеем: 

 

 

Здесь            и               гильбертовы пространства со 

скалярными произведениями 

   

 

 

 

Интегральное тождество с предыдущей страницы, 

означающее сопряженность по Лагранжу операторов 

и 

записывается в форме 
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Статическая задача теории упругости 

11 22 12

11 22 12

1 2

( , , ) " " ( 2),

( , , 2 ) " " ( 2),

( , ) ( 1),

T

T

T

тензор напряжений ранга

тензор деформаций ранга

u u вектор перемещений тензор ранга

  

  

  

  

 

w σ

q ε

u

21 

S

-div .
D D

dV dV dS      σ L σ u σn u  
1

( ).
2

i i j

j j iL u u  

0
||

11

1 2*

22

12

2 1

0

div ,

0

x x
R

x x







  
          
   
      

σ σ f
1 2 1

2

2 1

0

,

0

T

x x u
R

u

x x

  
    
    

    
 

  

ε u

2 0

2 0 , .

0 0

закон Гука

  

  



 
   
 
  

σ Kε ε



22 

АБРАУ ДЮРСО - 2015 

Общая схема построения дискретного аналога 
сопряженно-операторной модели 

 

1. Выбираем за опорный оператор R. 

2. Строим какую-либо его аппроксимацию Rh . 

3. За аппроксимацию оператора R* берем сопряженный к 
Rh :  R*h = (Rh)* 

 

 

 

 

Здесь Hh и Hh* конечномерные гильбертовы пространства 
сеточных функций и вектор функций. 

 

В результате, независимо от выбора Rh, однозначно 
определяется R*h  

*

* * *

*
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Если ввести 

 ei - ортогональный базис в Hh (в скалярном произведении 

     ), 

то действие оператора R*h на любую сеточную функцию из 

Hh* однозначно определяется по формуле 

 

 

 

Другими словами: Как только введен Rh  (определено его 

действие в Hh ), так вы сразу знаете как действует R*h , 

и сопряжено-операторная дискретная модель имеет вид:  
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Реализация общей схемы построения дискретного 

аналога применительно к задаче теплопроводности 

 

Конкретные этапы построения: 

1. Построение сетки. 

2. Выбор точек, где будут определяться приближения к 

температуре            и потокам                         

3. Выбор конкретной аппроксимации оператора Rh . 

4. Определение дискретных пространств Hh для uh и Hh* 

для wh и скалярных произведений в них. 

5. Построение аппроксимации оператора R* как 

сопряженного к Rh :  R*h = (Rh)*. 

6. Построение аппроксимации тензора K. 

7. Окончательная формулировка дискретного аналога.  
24 

hu .h hq w
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Область 
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Сетка 
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Сетки для uh и wh :  
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Аппроксимация оператора Rh 
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Определение дискретных пространств: 

 Hh пространство сеточных функций uh определенных в 

«целых» точка и принимающих нулевое значение на границе 

 Hh* пространство сеточных функций wh определенных в 

«полуцелых» точка 

 

Скалярные произведения в Hh и Hh* : 
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В качестве базиса в Hh возьмем систему сеточных 

функций, каждая из которых равна единице в одной из точек 

сетки   а во всех остальных точках равна нулю:  
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Аппроксимация оператора R* в          : 
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Действие оператора 

32 
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Аппроксимация оператора R* на Г: 
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Если сетка        неравномерная то изменяется скалярное 
произведение и выражение для 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

Такое выражение для       можно получить применяя при 
аппроксимации уравнения баланса 

 

 

линейную комбинацию формул прямоугольников для 
ячейки 
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Ячейка 

 

 

 

 

 

 

 

Интересно, что «очевидная» аппроксимация 

 

 

 

 

приводит к потере сопряженно-операторной структуры 
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Аппроксимация тензора K: 

 

 

Важно ! 

1. Компоненты    - тензоров ранга 1 (векторов) 

определяются в одних и тех же точках.  

Поэтому аппроксимация тензора K естественна и 

соотношение         аппроксимирует исходное      с 

бесконечным порядком точности. 
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Окончательная формулировка дискретного аналога 

 

Сопряжено-операторная дискретная модель имеет вид 

 

 

 

 

 

 

Проведенные численные эксперименты показали 

сходимость построенной разностной схемы. 

Однако сходимость оказалась только первого порядка. 
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С целью получения разностной схемы второго порядка 

были произведены дополнительные построения. 

По всей видимости, причиной того, что схема имеет 

первый порядок сходимости является, в частности, 

следующее. 

В точках сетки ωГ в которых сетки в Ω1 и Ω2 не согласуются 

для аппроксимации оператора R* =div используются только 

точки сетки из области Ω2.  

«Информация» из области Ω1 никак не учитывается. 

38 
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Для того, чтобы исключить эту ситуацию, в области Ω1 

были введены дополнительные узлы сетки и для оператора 

R =-grad применена специальная аппроксимация. 

40 
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Для того, чтобы исключить эту ситуацию, в области Ω1 

были введены дополнительные узлы сетки и для оператора 

R =-grad применена специальная аппроксимация. 

41 
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В дополнительных точках -           для потока 

 оператор R =-grad аппроксимируется по тому же принципу, 

что и в «регулярных» точках -         

с той лишь разницей, что в качестве значения в 

«фиктивной» точке -       

используется линейная  комбинация четырех ближайших 

(по вертикали) точек - 
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Численные эксперименты 

В таблицах приведены результаты тестовых расчетов, 

подтверждающие  второй порядок сходимости. 

Расчеты производились в области Ω=(0,2)x(0,1)=Ω1UΩ2. 

Область делилась на две равные части  

Ω= Ω1UΩ2=((0,1)x(0,1)) U ((1,2)x(0,1)) 
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В каждой подобласти задавалась равномерная сетка:  

в Ω1 с шагами h11= h21, в Ω2 - h12=h22=h21/2. 

Использованные шаги приведены в первых двух колонках. 

В остальных колонках указаны различные характеристики 

погрешности 

 

Здесь      – решение дифференциальной задачи,      – 

решение разностной задачи.  

В третьей колонке норма второй компоненты погрешности 

 

В четвертой - норма второй компоненты погрешности 
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В пятой колонке норма проекции второй компоненты 

погрешности на Г 

 

 

Наконец, в последней - норма погрешности 
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46 

h11=h21  h12 =h22 maxu maxw maxГ H 

1/10 1/20 0.8802E-01  0.2137E+00  0.1043E-01  0.1158E+00  

1/20 1/40 0.2069E-01  0.5404E-01  0.2492E-02  0.2765E-01  

1/40 1/80 0.5096E-02  0.1348E-01  0.6164E-03   0.6837E-02 

1/80 1/160 0.1266E-02  0.3371E-02  0.1534E-03  0.1705E-02 

1 2 1 2 1

1 0
( , ) , ( , )

0 1
x x x x
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«Смешанные производные»  
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h11=h21  h12 =h22 maxu maxw maxГ H 

1/40 1/80 0.1435E+00 0.7841E+01  0.3047E-01 0.3999E+01  

1/80 1/160 0.3250E-01 0.1880E+01  0.7146E-02 0.9256E+00  

1/160 1/320 0.7943E-02 0.4662E+00   0.1746E-02 0.2273E+00 

1/320 1/640 0.1973E-02 0.1167E+00  0.4299E-03 0.5657E-01  
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«Смешанные производные» 

разрывные коэффициенты 
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h11=h21  h12 =h22 maxu maxw maxГ H 

1/40 1/80 0.1514E+00 0.8146E+01  0.6161E-01 0.4028E+01 

1/80 1/160 0.3462E-01 0.1944E+01  0.1453E-01 0.9287E+00  

1/160 1/320 0.8446E-02 0.4831E+00   0.3501E-02 0.2281E+00  

1/320 1/640 0.2065E-02 0.1199E+00  0.8270E-03 0.5677E-01  
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Спасибо за внимание 
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6. Тесты 

Область 

 

 

 

Задача 
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В таблицах используются обозначения: 

 

 

 

 

 

 

              - проекция точного решения на сетку 

           - проекция потока от точного решения на сетку 

 

                   - решение дискретной задачи на сетке 

                   - решение дискретной задачи (дискретный 

поток) на сетке    

 55 
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Равномерная сетка 

Смешанные производные  

 

Решение 

Таблица 1 
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1 1
1, 2,

2 2

2 1
( , )

1 2i j
K x x

 

 
  
 

1 2 1 1 2 1( , ) (2 ) (1 )u x x x x x x  

0.2348E-02  0.1932E-02  0.1012E-01  

0.5853E-03  0.4807E-03  0.2532E-02  

0.1462E-03  0.1200E-03  0.6331E-03  

0.3654E-04  0.3000E-04  0.1583E-03  

0.9135E-05  0.7498E-05  0.3957E-04  

1 2 /h h 

1 110 10 

1 11 1
10 10

2 2

 

1 11 1
10 10

4 4

 

1 11 1
10 10

8 8

 

1 11 1
10 10

16 16
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Неравномерная сетка 

 

Решение 

Таблица 2 
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1 1
1, 2,

2 2

1 0
( , )

0 1i j
K x x

 

 
  
 

1 2 1 1 2 1( , ) (2 ) (1 )u x x x x x x  

0.2016E-02  0.1550E-02  0.4608E-02  

0.5025E-03  0.3858E-03  0.1152E-02  

0.1255E-03  0.9633E-04  0.2881E-03  

0.1962E-02  0.1450E-02  0.4562E-02  

0.4878E-03  0.3610E-03  0.1141E-02  

0.1218E-03  0.9014E-04  0.2852E-03  

max
2L *

h hH H

1 1 11
10 10 10

2

  

11 12 2 /h h h 

1 1 11 1 1
10 10 10

2 4 2
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4 8 4

  

1 1 11
10 10 10
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Неравномерная сетка+Разрывные коэффициенты  

 

 

 

Решение 

Таблица 3 p1=10, p2=1000  
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1 1
1, 2,
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1 0
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0 1i j

p
K x x

 

 
  
 

0.3316E-02  0.1185E-02  0.2096E+00  

0.8115E-03  0.2891E-03  0.5388E-01  

0.2008E-03  0.7176E-04  0.1357E-01  

0.3309E-02  0.1183E-02  0.2063E+00  

0.8110E-03  0.2888E-03  0.5300E-01  

0.2007E-03  0.7171E-04  0.1334E-01  

max
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h hH H
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7. Дальнейшие возможности 

 

1. Теория упругости; 
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2. Криволинейные координаты; 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

60 

( ) i

i

u
Ru grad u

y


   


y e

* div tr( ) m

mR w   w w w

  , 1,2,3j j 1 2 3y = y x ,x , x j 

, .m

ij

m
m i m mi

j ij

j j

u
u u

y y

  
      


  

e
e

1 2 3

1 2 3

, ,
y y y

  
  
  

r r r
e e e

1 1 2 3 3 3 = + +  = .i ix x x xr q q q q

*

* * *

*

: , : ,

( , ) ( , ) .
hh

h h h h h h

h h h h

h h HH

R H H R H H

R u u R

 

w w



61 61 

АБРАУ ДЮРСО - 2013  

4. Краевые условия. 
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Решение U(x)=x 
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1
Ω  

1b  

2
Ω  Γ  

Погрешность максимум 

1x
h  

2xh  
1yh  

2yh  
1max   

1

1
max

2
  2max   

2

1
max

2
  max   

0.1 0.1 0.1 0.05 0.2037E-02 0.6160E-03 0.2988E-02 0.8632E-03 0.1050E-01 

0.05 0.05 0.05 0.025 0.1242E-02 0.3371E-03 0.1568E-02 0.3994E-03 0.5245E-02 

0.025 0.025 0.025 0.0125 0.6791E-03 0.1763E-03 0.8020E-03 0.1920E-03 0.2622E-02 

 

Погрешность  
2

L  

1x
h  

2xh  
1yh  

2yh  
1( )

2
L  

1

1
( )
2
2L  2( )

2
L  

2

1
( )
2
2L  *( )2L  

0.1 0.1 0.1 0.05 0.2215E-02 0.1885E-03 0.1067E-02 0.2666E-03 0.2191E-02 

0.05 0.05 0.05 0.025 0.7731E-03 0.9443E-04 0.5382E-03 0.1124E-03 0.7591E-03 

0.025 0.025 0.025 0.0125 0.2741E-03 0.4717E-04 0.2695E-03 0.5147E-04 0.2651E-03 
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