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Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò,

Èíæåíåðíî-òåõíîëîãè÷åñêàÿ àêàäåìèÿ

Ââåäåíèå

Áèîìèìåòèêà èñïîëüçóåò èäåè èç áèîëîãè÷åñêîãî ìèðà, èìèòèðóÿ îñî-
áåííîñòè, ïîâåäåíèå è ôóíêöèè îðãàíèçìîâ. Îíà ïîçâîëÿåò ñîçäàâàòü óíè-
êàëüíûå êîíñòðóêöèè, êîòîðûå íàïðàâëåíû íà ïîâûøåíèå ñêîðîñòè, íàäåæ-
íîñòè è ìàíåâðåííîñòè ïîäâîäíûõ óñòðîéñòâ, à òàêæå íà ñíèæåíèå ïîìåõ
è øóìà. Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ íàáëþäàåòñÿ ñòðåìèòåëüíûé ðîñò èíòå-
ðåñà ê ïîäâîäíûì ðîáîòîòåõíè÷åñêèì èçäåëèÿì, ÷òî ñâÿçàíî ñ óâåëè÷åíè-
åì ïîòðåáíîñòè â ïðîâåäåíèè ðàçëè÷íûõ ïîäâîäíûõ îïåðàöèé, ìîíèòîðèíã
ýêîñèñòåì, âûïîëíåíèå ñòðîèòåëüíûõ è ðåìîíòíûõ ðàáîò, à òàêæå ïîèñêîâî-
ñïàñàòåëüíûå îïåðàöèè. Â óñëîâèÿõ ñëîæíîé ïîäâîäíîé ñðåäû, ãäå äåéñòâó-
þò ðàçëè÷íûå ôèçè÷åñêèå ôàêòîðû, ïðèìåíåíèå âû÷èñëèòåëüíîé ãèäðîäè-
íàìèêè ñòàíîâèòñÿ âàæíûì àñïåêòîì ðàçðàáîòêè è îïòèìèçàöèè ïîäâîäíûõ
ðîáîòîòåõíè÷åñêèõ èçäåëèé.

Öåëü èññëåäîâàíèÿ

Ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà îáçîðó îñíîâíûå ìåòîäû âû÷èñëèòåëüíîé ãèäðîäèíà-
ìèêè, âêëþ÷àÿ ÷èñëåííûå ìîäåëè è àëãîðèòìû, èñïîëüçóåìûå äëÿ ñèìóëÿ-
öèè ïîòîêîâ æèäêîñòè âîêðóã ïîäâîäíûõ ðîáîòîâ ðîáîòîòåõíè÷åñêèõ ñèñòåì
[1], [2]. Îñíîâíàÿ öåëü ðàáîòû ïîêàçàòü óðîâåíü èññëåäîâàíèé ðàáîò â îáëà-
ñòè áèîìèìåòèêè, äëÿ îöåíêè è àíàëèçà ïåðñïåêòèâ.

Ìåòîäû ìîäåëèðîâàíèÿ

Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ îñíîâíûå ìåòîäû âû÷èñëèòåëüíîé ãèäðîäèíàìè-
êè, âêëþ÷àÿ ÷èñëåííûå ìîäåëè è àëãîðèòìû, èñïîëüçóåìûå äëÿ ñèìóëÿöèè
ïîòîêîâ æèäêîñòè âîêðóã ïîäâîäíûõ ðîáîòîâ è ñóùåñòâóþùåå ïðîãðàìì-
íîå îáåñïå÷åíèå, ïîçâîëÿþùåå ìîäåëèðîâàòü è ðàññ÷èòûâàòü ãèäðîäèíàìè-
÷åñêèå ïîêàçàòåëè ðàçëè÷íûõ ðîáîòîòåõíè÷åñêèõ ñèñòåì [3], [4]. Â ðàáîòå
[5] äëÿ èññëåäîâàíèé èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä âû÷èñëèòåëüíîé ãèäðîäèíàìèêè.
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Ñîçäàíà ðåàëèñòè÷íàÿ òð¼õìåðíàÿ ìîäåëü ïîâåðõíîñòè äåëüôèíà ñ èñïîëü-
çîâàíèåì êèíåìàòèêè ïëàâàíèÿ, ðåêîíñòðóèðîâàííîé ïî âèäåîçàïèñè. Òðåõ-
ìåðíàÿ ìîäåëü äåëüôèíà áûëà ñîçäàíà â Autodesk Maya, ñ îáåñïå÷åíèåì
ãëàäêîñòè ïîâåðõíîñòè ìîäåëè. Óïðîùåííàÿ ïîâåðõíîñòíàÿ ñåòêà, ðàçäåëÿ-
þùàÿ òåëî, ïîêàçàíà íà ðèñ.1(a2) è (b2). Ìîäåëü ïîâåðõíîñòè áûëà îñíàùå-
íà àíàòîìè÷åñêè ðåàëèñòè÷íûì âèðòóàëüíûì ñêåëåòîì, äëÿ ðåàëèñòè÷íîãî
óïðàâëåíèÿ ïîçîé ìîäåëè äåëüôèíà è ñîîòâåòñòâóþùåé äåôîðìàöèåé êîæè.

Ðèñ. 1: Ðåêîíñòðóêöèÿ êèíåìàòèêè ïëàâàíèÿ äåëüôèíà, (a1) è (b1) êàäðû
âûñîêîñêîðîñòíîé âèäåîçàïèñè, (a2) è (b2) âû÷èñëèòåëüíàÿ ìîäåëü äåëüôè-
íà ñ óïðîùåííîé ïîâåðõíîñòíîé ñåòêîé [5]

Ðèñ. 2: Íàñòðîéêà âû÷èñëèòåëüíîé ñåòêè: ñ êîëè÷åñòâîì ÿ÷ååê ãðóáîé è
ïëîòíîé íàñòðîéêè ñåòêè 7,0 ìèëëèîíîâ è 41,6 ìèëëèîíà ÿ÷ååê. Ñòðóêòó-
ðà êèëüâàòåðíîãî ñëåäà êîëåáëþùåãîñÿ äåëüôèíà [5]
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Ìîäåëü äåëüôèíà ñîâåðøàëà êîëåáàíèÿ íà ìåñòå, ïðè ýòîì íà îòðèöà-
òåëüíîé ãðàíèöå z áûëî ïðèìåíåíî ãðàíè÷íîå óñëîâèå ïðèòîêà ñ ïîñòîÿííîé
ñêîðîñòüþ, íà ïîëîæèòåëüíîé ãðàíèöå z � ãðàíè÷íîå óñëîâèå îòòîêà, à íà
ïîëîæèòåëüíîé ãðàíèöå x è y � óñëîâèÿ îòñóòñòâèÿ ãðàäèåíòà äëÿ ñêîðî-
ñòè ïîòîêà. Äàâëåíèå íà âñåõ ãðàíèöàõ ðåãóëèðîâàëîñü ãðàíè÷íûì óñëîâè-
åì Íåéìàíà. Äëÿ ïðîñòðàíñòâåííîé äèñêðåòèçàöèè îáëàñòè èñïîëüçîâàëàñü
äåêàðòîâà ñåòêà, êîòîðàÿ ïîêàçàíà íà ðèñóíêå 2(a). Âîêðóã òåëà äåëüôèíà
áûëà ñîçäàíà ïëîòíàÿ îáëàñòü ñ ðàâíîìåðíûì øàãîì ñåòêè, ðàñòÿãèâàþùè-
åñÿ ñåòêè îêðóæàëè ïëîòíóþ îáëàñòü, ïðè ýòîì êîýôôèöèåíò ðàñòÿæåíèÿ â
îáëàñòè ñëåäà çà äåëüôèíîì áûë óñòàíîâëåí ðàâíûì 0,65, òàê ÷òî øàã ñåòêè
íà âûõîäå (∆z=0,05) áûë äîñòàòî÷íî ìàë äëÿ ðàçðåøåíèÿ âèõðåé ñîïîñòà-
âèìûõ ðàçìåðîâ.

Ðàáîòà [6] ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ðûá-áàòîèäîâ, êîòîðûå îáëàäàþò âû-
ñîêîé ìàíåâðåííîñòüþ çà ñ÷åò âçìàõîâ ãðóäíûõ ïëàâíèêîâ ñî ñëîæíûìè
âîëíîîáðàçíûìè äâèæåíèÿìè. ×òîáû âûÿâèòü âëèÿíèå êèíåìàòèêè äâè-
æåíèÿ ïëàâíèêîâ íà êðóòÿùèé ìîìåíò, ÷èñëåííî èçó÷àåòñÿ ìîäåëü ñêàòà-
êîðîíîíîñà ñ àñèììåòðè÷íîé ëîêîìîöèåé ëåâîãî è ïðàâîãî ãðóäíûõ ïëàâ-
íèêîâ. Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî êàðòèíû òå÷åíèÿ çà ëå-
âûì è ïðàâûì ïëàâíèêàìè ñèëüíî ðàçëè÷àþòñÿ èç-çà ðàçíîé êèíåìàòèêè
äâèæåíèÿ (ðèñ.3). Äàííàÿ ðàáîòà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà ïðè ðàçðàáîò-
êå ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ìàí¼âðåííîñòüþ ïîäâîäíûõ ðîáîòîâ, îñíîâàííûõ íà
âîëíîîáðàçíîé ôîðìå äâèæåíèÿ ïëàâíèêîâ.

Ðèñ. 3: Êîðîíîíîñûé ñêàò Rhinoptera javanicas è òð¼õìåðíàÿ ìîäåëü ñêàòà-
êîðîíîíîñà ñ àìïëèòóäîé êîëåáàíèé êîí÷èêîâ ïëàâíèêîâ

Ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü è ñãåíåðèðîâàííàÿ ñåòêà æèäêîñòè âîêðóã ïîâåðõíî-
ñòè íîñîâîãî ëó÷à ïîêàçàíû íà ðèñ. 4. Íà ïîâåðõíîñòè ìîäåëè ïðèìåíÿåòñÿ
óñëîâèå ïðèëèïàíèÿ (ïðè ýòîì íîðìàëüíàÿ è êàñàòåëüíàÿ ñêîðîñòè æèäêî-
ñòè íà òâ¼ðäîé íåïîäâèæíîé ãðàíèöå ðàâíû íóëþ). Ýòî ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî
ïðè êîíòàêòå æèäêîñòè ñ òâ¼ðäîé ñòåíêîé ñêîðîñòü íà ñòåíêå ðàâíà íóëþ, à
íà îñòàëüíûõ ãðàíèöàõ � óñëîâèå íåîòðàæàþùåé äàëüíåé çîíû.
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Ðèñ. 4: Ìàêåò âû÷èñëèòåëüíîé îáëàñòè (íå â ìàñøòàáå) (à) è ñîçäàííàÿ ñåòêà
ñðåäíåãî ðàçìåðà âîêðóã ïîâåðõíîñòè ñêàòà (á)

Íà ðèñ.5 ïðåäñòàâëåíû ñòðóêòóðû òð¼õìåðíîé çàâèõð¼ííîñòè âîêðóã ëå-
âîãî è ïðàâîãî ïëàâíèêîâ.

Ðèñ. 5: Òð¼õìåðíûå ñòðóêòóðû ïîïåðå÷íîé çàâèõð¼ííîñòè âîêðóã ëåâîãî è
ïðàâîãî ðåáåð, íà äîðñàëüíîì âèäå è íà âèäå ñëåâà

Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå íàãëÿäíî áûëè èëëþñòðèðîâàíû äîñòèãíóòûå ðåçóëüòàòû â îá-
ëàñòè âû÷èñëèòåëüíîé ãèäðîäèíàìèêè áèîìèìåòè÷åñêèõ ïîäâîäíûõ îáúåê-
òîâ. Ðåçóëüòàòû âèçóàëèçàöèè ïðåäñòàâëåíû â âèäå òð¼õìåðíûõ ñëåäîâ, ÷òî
ïîä÷¼ðêèâàåò óðîâåíü èññëåäîâàíèé â äàííîé îáëàñòè [7], [8]. Äëÿ ïðèìå-
ðà áûëè ïðåäñòàâëåíû áèîìèìåòè÷åñêèå ìîäåëè ïîäâîäíûõ îáúåêòîâ â âèäå
äåëüôèíà, è â âèäå ñêàòà. Ýòè áèîëîãè÷åñêèå îáúåêòû èñïîëüçóþò ðàçíûå
ìåõàíèçìû äâèæåíèÿ. Â çàêëþ÷åíèå ìîæíî ïîä÷åðêíóòü âàæíîñòü ïðèìåíå-
íèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ â ïðîöåññ ïðîåêòèðîâàíèÿ ïîäâîäíûõ ðîáîòîâ
äëÿ äîñòèæåíèÿ âûñîêèõ ýêñïëóàòàöèîííûõ õàðàêòåðèñòèê è ðàñøèðåíèÿ
èõ ôóíêöèîíàëüíûõ âîçìîæíîñòåé.
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ÑÒÅÏÅÍÍÛÅ ÏÎÒÅÍÖÈÀËÛ ÄËß ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß
ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÑÎÑÒÎßÍÈß ÏÎËÈÊÐÈÑÒÀËËÎÂ1

Àõìåòîâà Ì.À., Íèêîëàåâ Ä.Í., Îñòðèê À.Â.
Ôåäåðàëüííûé èññëåäîâàòåëüñêèé öåíòð ïðîáëåì õèìè÷åñêîé

ôèçèêè è ìåäèöèíñêîé õèìèè ÐÀÍ, ×åðíîãîëîâêà

Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èìååòñÿ ïðåäñòàâèòåëüíûé íàáîð óðàâíåíèé ñîñòîÿ-
íèÿ (ÓÐÑ) ïîëèêðèñòàëëè÷åñêèõ òåë, â òîì ÷èñëå, è òàáëè÷íûõ. Îäíàêî ïðè
èõ èñïîëüçîâàíèè â ÷èñëåííûõ êîäàõ çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü âðåìåíè çàòðà÷è-
âàåòñÿ íå íà ÷èñëåííîå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ðàññìàòðè-
âàåìîé çàäà÷è, à íà èíòåðïîëèðîâàíèå 2D-òàáëèö òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ôóíê-
öèé â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ ñîñòîÿíèÿ. Íà ïðàêòèêå ÷àñòî òðåáîâàíèÿ
ê òî÷íîñòè îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ âåùåñòâà íå ñòîëü âûñîêè, êàê äîñòèãàåìûå â
òàáëè÷íûõ ÓÐÑ. Ïîýòîìó öåëåñîîáðàçíà ðàçðàáîòêà ìàëîïàðàìåòðè÷åñêèõ
ÓÐÑ ñ èíôîðìàöèåé â àíàëèòè÷åñêîì âèäå èëè íà îñíîâå 1D-òàáëèö. Â ýòîì
ñëó÷àå äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ
îêàçûâàþòñÿ óäîáíûìè ñòåïåííûå ôóíêöèè îïðåäåëåííûõ âèäîâ.

Â ðàáîòå ñòðîÿòñÿ ìàëîïàðàìåòðè÷åñêèå ÓÐÑ äëÿ ïîëèìîðôíûõ ôîðì
(ÏÔ) äèîêñèäà êðåìíèÿ â îáëàñòè ñæàòèÿ. Äèîêñèä êðåìíèÿ (êðåìíåçåì) îò-
íîñèòñÿ ê ãðóïïå îñíîâíûõ ïîðîäîîáðàçóþùèõ ìèíåðàëîâ è âõîäèò â ñîñòàâ
êîðû è ìàíòèè Çåìëè, à òàêæå äðóãèõ ïëàíåò. Ïîñòðîåíèå ÓÐÑ êðåìíåçåìà
ïðè âûñîêèõ äàâëåíèÿõ òðåáóåòñÿ ïðè èññëåäîâàíèÿõ ôîðìèðîâàíèÿ è ýâî-
ëþöèè êîñìè÷åñêèõ òåë, â òîì ÷èñëå, è ïðè ïðîãíîçèðîâàíèè ïîñëåäñòâèé èõ
ñòîëêíîâåíèÿ. Êðîìå òîãî, äèîêñèä êðåìíèÿ èñïîëüçóåòñÿ â äèíàìè÷åñêèõ
ýêñïåðèìåíòàõ â êà÷åñòâå ýòàëîííîãî ìàòåðèàëà â ìåòîäå îòðàæåíèÿ. Ìåòîä
îòðàæåíèÿ ïðåäïîëàãàåò íàëè÷èå íàäåæíûõ ÓÐÑ äëÿ îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ
ìàòåðèàëà ýòàëîíà ïðè âûñîêèõ äàâëåíèÿõ. Ïðè óäàðíîì ñæàòèè ïåðåõîä
SiO2 (α -êâàðöà) â êðèñòàëëè÷åñêèå ìîäèôèêàöèè (â êîýñèò, à çàòåì â ñòè-
øîâèò) è â ðàñïëàâ òðåáóåò çàìåòíûõ çàòðàò ýíåðãèè, è ïðè ïîñòðîåíèè ÓÐÑ
ó÷åò ïîëèìîðôèçìà âàæåí [1].

1Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ Ãîñçàäàíèÿ � FFSG-2024-0001
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I Îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ

Óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ çàïèñûâàþòñÿ â ôîðìå Ìè�Ãðþíàéçåíà:

E = E(ρ, T ) = Ec(ρ) + ET (ρ, T ) = Ec(ρ) +

T∫
0

Cv(ρ, T ) dT, (1)

P = Pc + PT = Pc(ρ) + Γ(ρ, T )ρET = ρ2
dEc

dρ
+ Γ(ρ, T )ρ

T∫
0

Cv(ρ, T ) dT,

ãäå ρ � ïëîòíîñòü âåùåñòâà; E, , Ec, ET � ïîëíàÿ, õîëîäíàÿ è òåïëîâàÿ óäåëü-
íûå âíóòðåííèå ýíåðãèè; P, , Pc, PT � ïîëíîå, õîëîäíîå è òåïëîâîå äàâëåíèÿ;
Γ(ρ, T ) � ôóíêöèÿ Ãðþíàéçåíà; Cv(ρ, T ) � óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü ïðè ïî-
ñòîÿííîì îáúåìå.

Äëÿ äåáàåâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ñ òåìïåðàòóðîé Äåáàÿ θD(ρ) , çàâèñÿùåé
îò ïëîòíîñòè, èìååì (ν � ÷èñëî àòîìîâ â ìîëåêóëå, x = θD(ρ)/T , S � óäåëü-
íàÿ ýíòðîïèÿ, S0 � êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ îò óðîâíÿ îòñ÷åòà ýíòðîïèè)

ET (ρ, T ) =
3RTν

µ
D (x) , Cυ =

9Rν

µ

(
4

3
D (x)− x

ex − 1

)
,

S =
3Rν

µ

(
4

3
D [x]− ln

(
1− e−x

))
+ S0, (2)

ãäå ôóíêöèÿ Äåáàÿ D(x) ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî ôîðìóëå

D(x) =
3

x3

x∫
0

t3dt

et − 1
.

Â ðàìêàõ ýòîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèÿ Ãðþíàéçåíà íå çàâèñèò îò òåìïåðà-
òóðû è îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

Γ (ρ) = Γ0 (ρ) = − d ln (θD)

d ln (1/ρ)
, (3)

÷òî îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîé ñîâìåñòíîñòè [2].
Äëÿ ïîëèêðèñòàëëè÷åñêîãî òåëà ôóíêöèÿ Ãðþíàéçåíà îïðåäåëÿåòñÿ èç

èçâåñòíîãî îáîáùåííîãî ñîîòíîøåíèÿ Âàùåíêî�Çóáàðåâà ( t = 0 � òåîðèÿ
Ëàíäàó�Ñëýòåðà; t = 1 � òåîðèÿ Äóãëåéëà�Ìàêäîíàëüäà; t = 1 � òåîðèÿ
ñâîáîäíîãî îáúåìà)

Γ0 (ρ) =
t− 2

3
− 1

2ρ

d2

d(1/ρ)
2 (ρ−γPc (ρ))

d
d(1/ρ) (ρ

−γPc (ρ))
, Pc (ρ) = − dEc

d (1/ρ)
, γ=

2t

3
. (4)
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II Ñòåïåííûå ïîòåíöèàëû

Èç ïðèâåäåííûõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò, ÷òî ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæå-
íèÿõ ÓÐÑ ïîñíîñòüþ ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû çàäàíèåì ëèøü îäíîé ôóíêöèè:
óäåëüíîé õîëîäíîé ýíåðãèè îò ïëîòíîñòè. Çàäàäèì å¼ â ñòåïåííîé ôîðìå

Ec =
K0

(n−m)ρ0

(
δn

n− 1
− δm

m− 1

)
+ E0, δ =

ρ

ρ0
,

ãäå δ � ñòåïåíü ñæàòèÿ; ρ0, K0 � ïëîòíîñòü è îáúåìíûé ìîäóëü ñæàòèÿ ïðè
äàâëåíèè è àáñîëþòíîé òåìïåðàòóðå ðàâíûõ íóëþ; E0 � êîíñòàíòà, çàâèñÿ-
ùàÿ îò óðîâíÿ îòñ÷åòà ýíåðãèè; n,m � ïàðàìåòðû ïîòåíöèàëîâ (n > m ).
Òîãäà èç (4) ñëåäóåò, ÷òî

Pc (ρ) = − dEc

d (1/ρ)
=

K0

n−m
(δn − δm),

Γ (ρ) = Γ0 (ρ) =
t− 2

3
+

(m− γ)(m− γ + 1)− (n− γ)(n− γ + 1) δn−m

2(m− γ − (n− γ)δn−m)
. (5)

Ñîãëàñíî (5) ïðè áîëüøèõ ïëîòíîñòÿõ êîýôôèöèåíò Ãðþíàéçåíà ñòðåìèòñÿ
ê (3n − 1)/6 , è åñëè ïðèíÿòü, â ñîîòâåòñòâèè ñ êâàíòîâî-ñòàòèñòè÷åñêîé
ìîäåëüþ Òîìàñà�Ôåðìè, ÷òî äëÿ ñèëüíî ñæàòîãî õîëîäíîãî âåùåñòâà Γ =
2/3 , òî ïîëó÷àåì ÷àñòî èñïîëüçóåìîå çíà÷åíèå n = 5/3 . Ïðè δ = 1 ïîëó÷àåì
èç (5) çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà Ãðþíàéçåíà Γ0(ρ0) = (3(m+ n)− 2t− 1)/6 è
â ñëó÷àå, êîãäà ýòà âåëè÷èíà èçâåñòíà, èìååì ñîîòíîøåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ
ñâîáîäíîãî ïàðàìåòðà t

t = (3(m+ n)− 6Γ0(ρ0)− 1)/2,

îòêóäà â ðàìêàõ ìîäåëè ñëåäóåò ïðè t ≥ 0 îãðàíè÷åíèå íà ïîêàçàòåëè ñòå-
ïåíè

m+ n ≥ 2Γ0(ρ0) + 1/3.

Ôóíêöèþ òåìïåðàòóðû Äåáàÿ îò ïëîòíîñòè íàõîäèì ïîäñòàíîâêîé (5) â
(3) è èíòåãðîâàíèåì. Â ðåçóëüòàòå èìååì

θD = δ
t−2
3

√
(n− γ)δn−γ+1 − (m− γ)δm−γ+1

n−m
θD0. (6)

Ïîëàãàÿ m > γ, n > γ , èç (6) ïîëó÷àåì, ÷òî õîòÿ ìû ðàññìàòðèâàåì ñæàòèå
(δ > 1), â ñëó÷àå ðàñòÿæåíèÿ (δ < 1) ñîîòíîøåíèå (6) ôîðìàëüíî èìååò
ñìûñë äî çíà÷åíèé δ > [(m− γ)/(n− γ)]1/(n−m) .
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Îòìåòèì, ÷òî ïðè n = 5/3,m = 4/3, t = 1 ñîîòíîøåíèÿ (5), (6) çàïèñû-
âàþòñÿ, êàê

Γ0 (ρ) =
2 δ1/3 − 1

3 δ1/3 − 2
, θD = θD0

(
3δ4/3 − 2δ

)1/2
è â òàêîì âèäå óñïåøíî èñïîëüçîâàëèñü â ðàáîòå [3] äëÿ îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ
ñòèøîâèòà ïðè âûñîêèõ äàâëåíèÿõ. Îäíàêî ïàðàìåòð t â íåé íå âàðüèðîâàë-
ñÿ (èñïîëüçîâàëàñü òåîðèÿ Äóãëåéëà�Ìàêäîíàëüäà ñ t = 1), ÷òî ïðèâîäèëî ê
çíà÷åíèþ Γ0(ρ0) = 1 , îòëè÷íîìó îò èçâåñòíûõ äàííûõ äëÿ ñòèøîâèòà. Õîòÿ
ýòî îòëè÷èå îêàçàëîñü íåñóùåñòâåííûì äëÿ ñîãëàñèÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíû-
ìè äàííûìè, ïîëó÷åííîãî â ðàáîòå [3], íî èçìåíèåì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà t
ìîæíî ïîëó÷èòü è òðåáóåìîå çíà÷åíèå Γ0(ρ0) .

Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåìûå ñåìèïàðàìåòðè÷åñêèå ÓÐÑ äëÿ êàæ-
äîé èç ïîëèìîðôíûõ ôîðì îïðåäåëÿþòñÿ â îáëàñòè ñæàòèÿ ñëåäóþùèì
íàáîðîì ïàðàìåòðîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ êîíêðåòíîå ïîëèêðèñòàëëè÷åñêîå
âåùåñòâî: ρ0, K0, n,m,Γ0(ρ0), θD0, ν . Ýòè ïàðàìåòðû íàõîäÿòñÿ èç óñëîâèÿ
íàèëó÷øåé âîçìîæíîé àïïðîêñèìàöèè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ î òåðìî-
äèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ èññëåäóåìîãî âåùåñòâà. Â ÷àñòíîñòè, óäàðíûõ àäèà-
áàò (ÓÀ), çàâèñèìîñòåé òåïëîåìêîñòåé (ïðè ïîñòîÿííîì äàâëåíèè è/èëè ïðè
ïîñòîÿííîì îáúåìå) è ìîëÿðíûõ îáúåìîâ îò òåìïåðàòóðû ïðè ïîñòîÿííîì
äàâëåíèè. Ïîëó÷åííûå â äàííîé ðàáîòå ïàðàìåòðû ÓÐÑ äëÿ ÏÔ äèîêñèäà
êðåìíèÿ ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå 1.

Òàáëèöà 1: Ïàðàìåòðû ÓÐÑ ïîëèìîðôíûõ ôîðì SiO2

ÏÔ ρ0, ã/ñì3 K0, ÃÏà n m Γ0(ρ0) θD0, K ν
α-êâàðö 2,65 53,11 3,20 0 0,6 990 3
êîýñèò 2,92 89,42 2,66 1,40 0,4 1081 3

ñòèøîâèò 4,30 353,09 5/3 1,18 1,25 1130 3

III Ðàñ÷åò ôàçîâîé äèàãðàììû è óäàðíîé àäèàáàòû ñ
ó÷åòîì ïîëèìîðôèçìà

Ïîñòðîåííûå ÓÐÑ êàæäîé èç ÏÔ ïîçâîëÿþò ðàñc÷èòàòü ôàçîâóþ äèà-
ãðàììó è ÓÀ ñ ó÷åòîì ïîëèìîðôèçìà. Ïðè ýòîì äëÿ ñîãëàñîâàíèÿ óðîâíåé
îòñ÷åòà ýíåðãèè è ýíòðîïèè (îïðåäåëåíèÿ êîíñòàíò E0, S0 äëÿ ðàçëè÷íûõ
ÏÔ ) òðåáóåòñÿ ïðèâëå÷åíèå äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè ïî ñòàíäàðòíûì
ìîëÿðíûì ýíòàëüïèÿì îáðàçîâàíèÿ è ýíòðîïèÿì êàæäîé èç ïîëèìîðôíûõ
ôîðì. Ýòî ñîãëàñîâàíèå òðåáóåòñÿ òàêæå äëÿ ðàñ÷åòà ÓÀ ñ ó÷åòîì ïîëè-
ìîðôíûõ ïåðåõîäîâ.



14 "Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ"

Ïî èçâåñòíîé óäåëüíîé âíóòðåííåé ýíåðãèè (1) è óäåëüíîé ýíòðîïèè ( 2)
ñòðîèòñÿ óäåëüíûé òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïîòåíöèàë Ãèááñà êàæäîé ÏÔ

G(P, T ) = E(T, ρ(P, T ))− TS(T, ρ(P, T )) + P/ρ(P, T ).

Òîãäà ãðàíèöà ìåæäó ðàçëè÷íûìè ÏÔ 1 è 2 îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì íà íåé
òåìïåðàòóð, äàâëåíèé è óäåëüíûõ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ Ãèááñà
(ïðè óñëîâèè íåèçìåííîñòè õèìè÷åñêîãî ñîñòàâà) G1(P, T ) = G2(P, T ) .

Óäàðíàÿ àäèàáàòà ðàññ÷èòûâàåñÿ èç ñîîòíîøåíèé Ðåíêèíà�Ãþãîíèî ρ(D − U) = ρ00D,
Pk = P0 + ρ00DU,
Ek(ρ, T ) − El(ρ00, T0) = (Pk(ρ, T ) + Pl(ρ00, T0) ) (1/ρ00 − 1/ρ) /2,

(7)

ãäå ρ00, T0, P0 � òåðìîäèíàìè÷åñêèå ïàðàìåòðû ñðåäû (ñ÷èòàþòñÿ èçâåñòíû-
ìè) ïåðåä óäàðíîé âîëíîé (ÓÂ); Pl(ρ, T ), El(ρ, T ) � ÓÐÑ l�îé (íà÷àëüíîé
ôàçû: â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå α -êâàðö è l = αQ) ÏÔ
SiO2 ; Pk(ρ, T ), Ek(ρ, T ) � ÓÐÑ k�îé (êîíå÷íîé) ÏÔ. Â ñèñòåìå òðåõ íåëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé (7) ÷åòûðå íåèçâåñòíûõ ρ, T,D, U è, ñëåäîâàòåëüíî, åñëè
çàäàòü îäíó èç íèõ çà ÓÂ, òî îñòàëüíûå íåèçâåñòíûå ìîãóò áûòü îïðåäåëå-
íû ðåøåíèåì ýòîé ñèñòåìû. Òîãäà ïðè íàéäåííûõ ρ, T óäàðíàÿ ñæèìàåìîñòü
PH(ρ) îïðåäåëÿåòñÿ èç ÓÐÑ êîíå÷íîé ÏÔ PH(ρ) = Pk(ρ, T ) .

Â ñëó÷àå ó÷åòà ïîëèìîðôíûõ ïåðåõîäîâ ðàñ÷åò ÓÀ îñëîæíÿåòñÿ òåì, ÷òî
çàäàíèå îäíîé èç íåèçâåñòíûõ íåïîñðåäñòâåííî íå îïðåäåëÿåò çíà÷åíèÿ k (â
êàêóþ ÏÔ ïîïàäåò âåùåñòâî ïîñëå óäàðíîãî ñæàòèÿ). Ïðàâèëüíîñòü âûáî-
ðà k çàâèñèò îò ïîëîæåíèÿ ãðàíèö ñîñòîÿíèé íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè, ãäå
îäíîé èç íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ ÿâëÿåòñÿ òåìïåðàòóðà. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïðåäñòàâëÿåòñÿ öåëåñîîáðàçíûì ïåðâîíà÷àëüíî çàäàâàòü òåìïåðàòóðó. Òî-
ãäà, îáðàòèâøèñü ê ðàññ÷èòàííîé ôàçîâîé äèàãðàììå ïðè ôèêñèðîâàííîì
çíà÷åíèè T , ìû ïîëó÷àåì íàáîð âîçìîæíûõ â ýòîì ñëó÷àå k (â òîì ÷èñëå,
è äëÿ äâóõôàçíûõ îáëàñòåé ñ k = αQC, CS ) è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì èí-
òåðâàëîâ ïëîòíîñòåé. Äàëåå çàäà÷à ðåøàåòñÿ ïåðåáîðîì k èç ïîëó÷åííîãî
íàáîðà è ïîèñêîì ïëîòíîñòè èç ñîîòâåòñòâóþùåãî ýòîìó k èíòåðâàëó ïëîò-
íîñòåé ïîñðåäñòâîì ðåøåíèÿ òðåòüåãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (7). Â ñëó÷àå, åñëè
ðåøåíèå ñóùåñòâóåò, òî òåêóùåå çíà÷åíèÿ k è ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì.

Ïðè èçâåñòíûõ ρ, T, PH ñêîðîñòü óäàðíîé âîëíû D è ìàññîâàÿ ñêîðîñòü
÷àñòèö U çà ÓÂ íàõîäÿòñÿ èç ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèé ñèñòåìû (7)

D =

√
δ0
PH − P0

ρ− ρ00
, U =

√
(δ0 − 1)

PH − P0

ρ
, δ0 =

ρ

ρ00
.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè îïèñàííîì ïîäõîäå óäàðíàÿ ñæèìàåìîñòü PH(ρ) è
óäàðíàÿ àäèàáàòà D(U) ïîëó÷àþòñÿ â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå (â êà÷åñòâå
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ïàðàìåòðà ñëóæèò òåìïåðàòóðà T ){
PH = PH(T ),
ρ = ρ(T ),

{
D = D(T ),
U = U(T ).

Ëèòåðàòóðà

1. Ãðèãîðÿí Ñ.Ñ., Åâòåðåâ Ë.Ñ., Çàìûøëÿåâ Á.Â., Êðèâîøååâ Ñ.Ã. Îá
óäàðíîâîëíîâûõ ïðîöåññàõ â ñèëèêàòíûõ ïîðîäàõ ñ ó÷åòîì ôàçîâûõ
ïðåâðàùåíèé // Äîêë. ÀÍ ÑÑÑÐ, 1978, òîì 241, N 6, 1292�1295.

2. A. Ostrik and D. Nikolaev Shock induced melting of sapphire // J. Phys.:
Conf. Ser. 2154 012010 (2022).

3. Íàäûêòî Á.À., Íàäûêòî À.Á., Ëîìàéêèí À.È. Óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ
ñòèøîâèòà äî 1000 ÃÏà è áîëåå 10000 Ê, ôàçîâàÿ ñòàáèëüíîñòü ñòèøî-
âèòà è îïèñàíèå ïðè âûñîêèõ äàâëåíèÿõ óäàðíûõ àäèàáàò ïîëèìîðô-
íûõ ôàç SiO2 êàê óäàðíûõ àäèàáàò ïîðèñòîãî ñòèøîâèòà // ÂÀÍÒ.
Ñåðèÿ: Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðèêëàäíàÿ ôèçèêà. 2020. N 1. Ñ. 29�39.



16 "Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ"

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ ÝÔÔÅÊÒÀ ÎËËÈ Â
ÏÎÏÓËßÖÈÈ ÕÈÙÍÈÊÀ1

Ãàéáàðÿí Ñ.À., Çåëåí÷óê Ï.À.
ÞÔÓ, Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè, ìåõàíèêè è êîìïüþòåðíûõ

íàóê èì. È.È.Âîðîâè÷à, Ðîñòîâ-íà-Äîíó

Ââåäåíèå

Âëèÿíèå ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè íà òåêóùóþ ñêîðîñòü åå ðîñòà èìååò ñó-
ùåñòâåííîå çíà÷åíèå äëÿ ìíîãèõ áèîëîãè÷åñêèõ âèäîâ. Â íåêîòîðûõ ñëó÷à-
ÿõ, êîãäà íåìíîãî÷èñëåííûì îñîáÿì ïîïóëÿöèè òðóäíî íàõîäèòü ïàðòíåðîâ
äëÿ ðàçìíîæåíèÿ, êîëëåêòèâíî äîáûâàòü ïèùó èëè çàùèùàòüñÿ îò õèùíè-
êîâ, ýòî ìîæåò ïðèâåñòè ê íåîáðàòèìûì ïîñëåäñòâèÿì [1]. Äàííîå ÿâëåíèå
èçâåñòíî â íàóêå êàê ýôôåêò Îëëè, íàçâàííûé â ÷åñòü îäíîãî èç ïåðâûõ
åãî èññëåäîâàòåëåé Óîðäåðà Êëàéäà Îëëè (Warder Clyde Allee), èçó÷àâøåãî
äèíàìèêó ïîïóëÿöèè çîëîòûõ ðûáîê [2].

Ââèäó âîçìîæíîãî ðèñêà âûìèðàíèÿ ðåäêèõ áèîëîãè÷åñêèõ âèäîâ è äðó-
ãèõ ýêîëîãè÷åñêèõ óãðîç, èçó÷åíèþ äàííîé ïðîáëåìû áûëî ïîñâÿùåíî áîëü-
øîå êîëè÷åñòâî íàó÷íûõ ðàáîò [3, 4, 5, 6].

I Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü

Ìàòåìàòè÷åñêè ýôôåêò Îëëè îáû÷íî âûðàæàåòñÿ ââåäåíèåì â óðàâíå-
íèÿ ïîëîæèòåëüíîé îáðàòíîé ñâÿçè, âëèÿþùåé íà ñêîðîñòü ðîñòà â çàâèñè-
ìîñòè îò òåêóùåãî ðàçìåðà (ïëîòíîñòè) ïîïóëÿöèè. Íàïðèìåð, äëÿ ñèñòåìû
¾õèùíèê�æåðòâà¿ [7] ñ èäåàëüíûì ñâîáîäíûì ðàñïðåäåëåíèåì (ÈÑÐ):

du

dt
= u

[
a1u

(
1− u

p

)
− b1v

p

]
,

dv

dt
= v

[
a2u

p
− b2

]
,

(1)

ãäå u(x, t) è v(x, t) � æåðòâà è õèùíèê ñîîòâåòñòâåííî, p(x) � ôóíêöèÿ
ðåñóðñà, ai, bi > 0 � êîýôôèöèåíòû ïðèðîñòà è óáûëè (i = 1, 2), ýôôåêò

1Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà � 25-21-00419,
https://rscf.ru/project/25-21-00419/ â Þæíîì ôåäåðàëüíîì óíèâåðñèòåòå
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Îëëè äëÿ ïîïóëÿöèè æåðòâû ìîæåò áûòü ââåäåí â âèäå ìíîæèòåëÿ (u−m1) :
du

dt
= u

[
a1

(
1− u

p

)
(u−m1)−

b1v

p

]
,

dv

dt
= v

[
a2u

p
− b2

]
,

(2)

ãäå m1 � ïàðàìåòð Îëëè, ò. å. ïîðîãîâûé óðîâåíü ÷èñëåííîñòè, íèæå êîòî-
ðîãî æåðòâà îáðå÷åíà íà âûìèðàíèå. ÈÑÐ ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ êîíöåïöèþ,
ñîãëàñíî êîòîðîé [5] ðàñïðåäåëåíèå ïîïóëÿöèé íà àðåàëå îñóùåñòâëÿåòñÿ
ïðîïîðöèîíàëüíî äîñòóïíîìó ðåñóðñó, ÷òî äàåò ñèñòåìå âîçìîæíîñòü ðåà-
ëèçîâàòü ýâîëþöèîííî ñòàáèëüíóþ ñòðàòåãèþ (ÝÑÑ), ò. å. ñòðàòåãèþ, îáåñ-
ïå÷èâàþùóþ äîëãîâðåìåííîå ñóùåñòâîâàíèå áåç ðèñêà áûòü âûòåñíåííûìè
àíàëîãè÷íûìè ïîïóëÿöèÿìè [9].

Îáå ñèñòåìû (1),(2) äîïîëíÿþòñÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

u(x, 0) = u0, v(x, 0) = v0. (3)

Âëèÿíèå ýôôåêòà Îëëè íà ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ çàäà÷è (2),(3) ëåãêî
ïðîñëåäèòü ïî òàáëèöå 1 â ñðàâíåíèè ñ ïåðâîé çàäà÷åé (1),(3), áåç ýôôåêòà.

Òàáëèöà 1: Ñðàâíåíèå ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé è óñëîâèé èõ óñòîé÷èâîñòè
äëÿ äâóõ ñèñòåìû ¾õèùíèê�æåðòâà¿

� Áåç ýôôåêòà Îëëè, ñèñòåìà (1),(3) ñ ýôôåêòîì Îëëè, ñèñòåìà (2),(3)

1 u = 0, v = 0 u = 0, v = 0

íåóñòîé÷èâî óñòîé÷èâî ïðè m > 0

2 � u = m, v = 0

íåóñòîé÷èâî

3 u = p, v = 0 u = p, v = 0

óñòîé÷èâî ïðè b2 > a2 óñòîé÷èâî ïðè b2 > a2

4 u =
a2
b2
p, v =

a1
b1

(
1− b2

a2

)
b2
a2
p2 u =

a2
b2
p, v =

a1
b1

(
1− b2

a2

)(
b2
a2
p−m1

)
p

óñòîé÷èâî ïðè
a2
2
< b2 < a2 óñòîé÷èâî ïðè

a2 (p+m1)

2p
< b2 < a2

Âèäíî, ÷òî íàëè÷èå ýôôåêòà Îëëè ïðèâîäèò ê ñìåíå óñòîé÷èâîñòè òðè-
âèàëüíîãî íóëåâîãî ðåøåíèÿ (ïåðâàÿ ñòðîêà òàáëèöû). Èíòåðåñíî îòìåòèòü,
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÷òî â ñèñòåìå (2),(3) ïîÿâëÿåòñÿ íîâîå, íåóñòîé÷èâîå ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿ-
íèå, êîòîðîãî íåò â ïåðâîé ñèñòåìå (âòîðàÿ ñòðîêà òàáëèöû). Äëÿ ñòàöèî-
íàðíîãî ñîñòîÿíèÿ, îòâå÷àþùåãî ñîñóùåñòâîâàíèþ äâóõ âèäîâ, ýôôåêò Îë-
ëè ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè õèùíèêà. Áîëåå òîãî,
äèàïàçîí óñòîé÷èâîñòè ýòîãî ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ ñóùåñòâåííî ñóæàåòñÿ
ñëåâà íà m1 . Óêàæåì òàêæå íà òî, ÷òî ïðè óìåíüøåíèè ïàðàìåòðà m1 äî
íóëÿ îáå êîëîíêè òàáëèöû 1 ñîâïàäóò.

Äëÿ ëþáîãî íåòðèâèàëüíîãî ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ ïîïóëÿöèÿ æåðòâû
ñîõðàíÿåò ÈÑÐ, â òî âðåìÿ êàê ïîïóëÿöèÿ õèùíèêà ìîæåò áûòü ïðîïîðöè-
îíàëüíà êâàäðàòó ðåñóðñà.

II Ýôôåêò Îëëè â ïîïóëÿöèè õèùíèêà

Â îòëè÷èå îò ïîïóëÿöèè æåðòâû, ýôôåêò Îëëè â ïîïóëÿöèè õèùíèêà
èññëåäîâàí â ìåíüøåé ñòåïåíè [5, 6].

Ïîñòðîèì ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ñèñòåìû ¾õèùíèê�æåðòâà¿ ñ ýôôåê-
òîì Îëëè äëÿ ïîïóëÿöèè õèùíèêà â âèäå:

du

dt
= u

[
a1

(
1− u

p

)
− b1v

p

]
,

dv

dt
= v

[
a2u

p

(
v

v +m2

)
− b2

]
,

(4)

ãäå m2 � ïàðàìåòð Îëëè äëÿ ïîïóëÿöèè õèùíèêà. Äëÿ íàõîæäåíèÿ íåòðè-
âèàëüíîãî ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ ðàññìîòðèì ñèñòåìó:

0 = a1

(
1− u

p

)
− b1v

p
,

0 =
a2u

p

(
v

v +m2

)
− b2.

(5)

Èñïîëüçóÿ çàìåíó

U =
u

p
, V =

v

p
, A =

a1
b1
, B =

b2
a2
, M =

m2

p
, (6)

ïîëó÷èì  U1,2 =
1 +B ±

√
(1−B)2 − 4B

M

A
2

=
1 +B ±Q

2
,

V1,2 = A (1− U1,2) .

(7)
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Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé (7) íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ:

(1−B)2 − 4B
M

A
> 0. (8)

Â èòîãå èìååì äâà ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèÿ (ðèñ. 2):
u1 =

p

2
(1 +B +Q) ,

v1 =
Ap

2
(1−B −Q) ,

(9)

è 
u2 =

p

2
(1 +B −Q) ,

v2 =
Ap

2
(1−B +Q) .

(10)

Ïåðâîå ðåøåíèå (u1, v1) âñåãäà íåóñòîé÷èâî (ñåäëî íà ôàçîâîì ïîðòðåòå), â

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
x

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

u
, 
v

u
1

v
1

u
2

v
2

Ðèñ. 1: Ðàñïðåäåëåíèå æåðòâû (ñèíèé) è õèùíèêà (êðàñíûé) äëÿ äâóõ ñòà-
öèîíàðíûõ ðåøåíèé (9)�(10) ïðè a1 = 0.65 , a2 = 2 , b1 = b2 = 1 , m2 = 0.07
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òî âðåìÿ êàê âòîðîå ðåøåíèå (u2, v2) óñòîé÷èâî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

a2

AM

2
(1−B +Q)(

A

2
(1−B +Q) +M

)2 < a1. (11)

Ïðè íàðóøåíèè óñëîâèÿ (11) âîçíèêàåò áèôóðêàöèÿ Àíäðîíîâà�Õîïôà, ïðè-
âîäÿùàÿ ê ïðåäåëüíîìó öèêëó (çàðîæäåíèå êîëåáàòåëüíîãî ðåæèìà).
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Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, ã. Ðîñòîâ-íà-Äîíó

Ââåäåíèå

Àíàëèç ïîâåäåíèÿ æèäêèõ âêëþ÷åíèé â êðèñòàëëå ïðè èçìåíåíèÿõ óñëî-
âèé ðàâíîâåñèÿ (íàëîæåíèå è ñíÿòèå ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðû, êîëåáàíèÿ òåì-
ïåðàòóðû) äà¼ò âîçìîæíîñòü èññëåäîâàòü ìåõàíèçì è êèíåòèêó ïðîöåññîâ
êðèñòàëëèçàöèè è ðàñòâîðåíèÿ, àíèçîòðîïèþ óäåëüíîé ìåæôàçíîé ýíåðãèè
(ÓÌÝ). Äëÿ ïðîâåäåíèÿ òàêîãî àíàëèçà âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â ìàòåìà-
òè÷åñêîé ìîäåëè âêëþ÷åíèÿ è ïðîöåññîâ ìàññîïåðåíîñà, ïðîòåêàþùèõ â í¼ì.
Â îáùåì ñëó÷àå âêëþ÷åíèå â êðèñòàëëå ÿâëÿåòñÿ òð¼õìåðíûì îáúåêòîì, íî
â çàâèñèìîñòè îò îñîáåííîñòåé åãî ôàêòè÷åñêîé ãåîìåòðèè è òðåáîâàíèé ê
òî÷íîñòè ìîäåëè èñïîëüçóþòñÿ îäíîìåðíûå è äâóìåðíûå ïðèáëèæåíèÿ.

Ñ ïîìîùüþ îäíîìåðíîé àíàëèòè÷åñêîé ìîäåëè àâòîðîì [1] áûëà âûÿâ-
ëåíà çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè ìèãðàöèè ïëîñêîé ïðîñëîéêè æèäêîé ôàçû ïîä
äåéñòâèåì ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðû (èëè êðàòêî � òåðìîìèãðàöèè [2]) îò å¼
òîëùèíû. Ïîñêîëüêó õàðàêòåð ýòîé çàâèñèìîñòè îïðåäåëÿëñÿ ìåõàíèçìîì
ìåæôàçíûõ ïðîöåññîâ, íà åå îñíîâå áûëè ïîñòðîåíû ðàçíûå ìåòîäû [3] îïðå-
äåëåíèÿ äåéñòâóþùåãî ìåõàíèçìà êðèñòàëëèçàöèè è ðàñòâîðåíèÿ ïî ýêñïå-
ðèìåíòàëüíûì äàííûì î ñêîðîñòè ìèãðàöèè ïëîñêèõ âêëþ÷åíèé.

Îäíîìåðíîå ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå òåðìîìèãðàöèè, íî ïðè íàëè÷èè
êîëåáàíèé òåìïåðàòóðû, ïîçâîëèëî âûÿâèòü ðÿä èíòåðåñíûõ ýôôåêòîâ [4] â
ñëó÷àå íåëèíåéíûõ ìåõàíèçìîâ ìåæôàçíûõ ïðîöåññîâ, â ÷àñòíîñòè, óâåëè-
÷åíèå ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ïðîñëîéêè æèäêîé ôàçû â íåñòàöèîíàðíûõ òåï-
ëîâûõ óñëîâèÿõ ïðè òîì æå ãðàäèåíòå òåìïåðàòóðû.

Íåîáõîäèìîñòü â äâóìåðíîé ìîäåëè âîçíèêàåò ïðè èçó÷åíèè ìèãðàöèè
âêëþ÷åíèé öèëèíäðè÷åñêîé ôîðìû. Äâóìåðíîå ìîäåëèðîâàíèå òåðìîìè-
ãðàöèè òðåáóåò ó÷åòà àíèçîòðîïèè ìåæôàçíîé êèíåòèêè (ðàçëè÷èÿ â ìå-
õàíèçìàõ ðîñòà/ðàñòâîðåíèÿ íà ðàçíûõ ó÷àñòêàõ ãðàíèöû âêëþ÷åíèÿ) è
àíèçîòðîïèè ÓÌÝ, õàðàêòåðíîé äëÿ âêëþ÷åíèé â êðèñòàëëàõ. Â ýòîì ñëó÷àå
âàæíî çíàòü íå òîëüêî ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû âäîëü ìåæôàçíîé ãðàíè-
öû, íî è ãåîìåòðèþ ñàìîé ýòîé ãðàíèöû, ïîñêîëüêó îò åå êðèâèçíû çàâèñèò
ìåæôàçíîå äàâëåíèå è, ñëåäîâàòåëüíî, ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ
ìàññîïåðåíîñà.
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Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå äâóìåðíîé çàäà÷è âîçìîæíî äëÿ íåêîòîðûõ
÷àñòíûõ ñëó÷àåâ, îïèñàííûõ â [2]. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé àíèçîòðîïèè ìåæôàç-
íîé êèíåòèêè è óäåëüíîé ìåæôàçíîé ýíåðãèè ïðåäïî÷òèòåëüíî ïðèìåíÿòü
ìåòîä ãðàíåé, ïðåäëîæåííûé â ðàáîòå [2] è èñïîëüçîâàííûé â ðàáîòàõ [5] - [8].
Ñóòü åãî çàêëþ÷àåòñÿ â àïïðîêñèìàöèè êðèâîëèíåéíîé ÷àñòè ãðàíèöû âêëþ-
÷åíèÿ íàáîðîì ïëîñêèõ ó÷àñòêîâ (ãðàíåé) ñ ôèêñèðîâàííûì óãëîì ìåæäó
íèìè, íî ðàçíîé øèðèíîé. Èñïîëüçóÿ òàêóþ ìîäåëü, àâòîðîì [5, 7] áûëî ïðî-
âåäåíî ñðàâíåíèå çàâèñèìîñòåé ñêîðîñòåé ìèãðàöèè öèëèíäðè÷åñêîãî âêëþ-
÷åíèÿ è ïëîñêîé ïðîñëîéêè îäèíàêîâîé òîëùèíû ïðè ïðî÷èõ ðàâíûõ óñëî-
âèÿõ. Èç àíàëèçà äâóìåðíîé ìîäåëè òåðìîìèãðàöèè àâòîðîì [6, 7] óäàëîñü
ïîëó÷èòü ôîðìóëû äëÿ ðàñ÷åòà ñòåïåíè àíèçîòðîïèè ÓÌÝ è îòíîñèòåëüíîé
çàòðóäíåííîñòè ìåæôàçíûõ ïðîöåññîâ ïî íåêîòîðûì õàðàêòåðèñòè÷åñêèì
ðàçìåðàì ýëåìåíòîâ ôîðìû ñå÷åíèÿ ìèãðèðóþùåãî öèëèíäðè÷åñêîãî âêëþ-
÷åíèÿ.

Ïðèìåíåíèå ìåòîäèê [6, 7] îïðåäåëåíèÿ íåêîòîðûõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû
ïî ñòàöèîíàðíîé ôîðìå è ñêîðîñòè âêëþ÷åíèÿ êîððåêòíî, åñëè âêëþ÷åíèå
äåéñòâèòåëüíî ïðèíÿëî òàêóþ ôîðìó. Äëÿ òîãî ÷òîáû îöåíèòü ïðîäîëæè-
òåëüíîñòü óñòàíîâëåíèÿ ôîðìû è ñêîðîñòè âêëþ÷åíèÿ âîçíèêàåò íåîáõîäè-
ìîñòü â íåñòàöèîíàðíîì äâóìåðíîì ìîäåëèðîâàíèè, îïèñûâàþùåì ýâîëþ-
öèþ ôîðìû ñå÷åíèÿ âêëþ÷åíèÿ. Â ðàáîòå [8] ïðåäñòàâëåíà òàêàÿ ìîäåëü
è ðåçóëüòàòû ïî îöåíêå ïîãðåøíîñòè îïðåäåëåíèÿ íåêîòîðûõ ïàðàìåòðîâ
ñèñòåìû ïî íå ñîâñåì óñòàíîâèâøåéñÿ ôîðìå.

Ìåòîäèêè èç ðàáîò [6, 7], ïîñòðîåííûå íà îñíîâå äâóìåðíîãî ïðèáëèæå-
íèÿ, èíîãäà ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ àíàëèçà ñå÷åíèé ðåàëüíûõ � òðåõìåðíûõ �
âêëþ÷åíèé, èìåþùèõ ñîïîñòàâèìûå ðàçìåðû ïî âñåì òðåì íàïðàâëåíèÿì.
Òî, íàñêîëüêî äîïóñòèìî òàêîå ïðèìåíåíèå, ìîæíî îïðåäåëèòü, ðàçðàáîòàâ
òðåõìåðíóþ ìîäåëü òåðìîìèãðàöèè âêëþ÷åíèé.

I Ôèçè÷åñêàÿ ìîäåëü (3D ñëó÷àé)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðàâíîâåñíàÿ ôîðìà âêëþ÷åíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé êóá ñ îêðóãëûìè ðåáðàìè (ðèñ. 1a), ÷òî õàðàêòåðíî äëÿ âêëþ÷åíèé â
ùåëî÷íî-ãàëîèäíûõ êðèñòàëëàõ (íàïðèìåð, KCl, KBr) è ñîîòâåòñòâóåò àíè-
çîòðîïèè ÓÌÝ ñ îñòðûìè ìèíèìóìàìè ýíåðãèè íà øåñòè àòîìíî-ãëàäêèõ
ãðàíÿõ êóáà (ðèñ. 1á). Ìåæôàçíûå ïðîöåññû (êðèñòàëëèçàöèÿ è ðàñòâî-
ðåíèå) ïðîòåêàþò íà ýòèõ ãðàíÿõ, êàê ïðàâèëî, ïî äèñëîêàöèîííîìó èëè
çàðîäûøåâîìó ìåõàíèçìàì [1], à íà êðèâîëèíåéíûõ (àòîìíî-øåðîõîâàòûõ)
ó÷àñòêàõ ãðàíèöû (îêðóãëûõ ðåáðàõ êóáà) � ïî íîðìàëüíîìó ìåõàíèçìó.

Êðîìå òîãî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû (G) ìîæåò áûòü
ïðèëîæåí ïåðïåíäèêóëÿðíî ïàðå ïàðàëëåëüíûõ ãðàíåé êóáà; âëèÿíèå òåïëî-
òû ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ íà ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû ïðåíåáðåæèìî ìàëî;
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ìàññîïåðåíîñ â îáúåìå æèäêîé ôàçû èìååò èñêëþ÷èòåëüíî äèôôóçèîííûé
õàðàêòåð.

Ðèñ. 1: Ðàâíîâåñíàÿ ôîðìà âêëþ÷åíèÿ (à), îïðåäåëÿåìàÿ çàäàííîé àíèçî-
òðîïèåé ÓÌÝ (á)

II Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü (3D ñëó÷àé)

Ìîäåëèðîâàíèå îñíîâàíî íà ðåøåíèè íåñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ äèô-
ôóçèè

∂C

∂t
= D

(
∂2C

∂x2
+
∂2C

∂y2
+
∂2C

∂z2

)
(1)

â òðåõìåðíîé îáëàñòè â âèäå ìíîãîãðàííèêà ñ ïîäâèæíûìè ÷åòûðåõóãîëü-
íûìè ãðàíÿìè (ðèñ. 2), ãäå C = C(x, y, z, t) − êîíöåíòðàöèÿ ðàñòâîðà
êðèñòàëëà â òî÷êå âêëþ÷åíèÿ ñ êîîðäèíàòàìè (x, y, z) â ìîìåíò âðåìåíè t ;
D − êîýôôèöèåíò âçàèìîäèôôóçèè êîìïîíåíòîâ æèäêîé ôàçû.

Ðèñ. 2: Îáëàñòü ìîäåëèðîâàíèÿ

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) îñóùåñòâëÿëîñü ìåòîäîì ñåòîê ïî ÿâíîé ñõåìå.
Ñ ýòîé öåëüþ îêðóãëûå ó÷àñòêè ãðàíèöû âêëþ÷åíèÿ (ðèñ. 1à) àïïðîêñèìè-
ðîâàëèñü íàáîðîì ãðàíåé ñ ðàçíûì íàêëîíîì (ðèñ. 2), êîòîðûé îñòàâàëñÿ
ïîñòîÿííûì â ïðîöåññå ìîäåëèðîâàíèÿ, à èçìåíåíèÿ ïðåòåðïåâàëè òîëü-
êî ðàçìåðû ýòèõ àïïðîêñèìèðóþùèõ ãðàíåé. Äëÿ ïðîñòîòû ïåðâîé âåðñèè
òðåõìåðíîé ìîäåëè êðèâîëèíåéíîñòü ðåáåð êóáà, ïàðàëëåëüíûõ íàïðàâëå-
íèþ äâèæåíèÿ âêëþ÷åíèÿ (îñü x), íå ó÷èòûâàëàñü.
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Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà àòîìíî-ãëàäêèõ (âåðòèêàëüíûõ è ãîðèçîíòàëü-
íûõ) ãðàíÿõ êóáà çàäàâàëèñü â âèäå íåëèíåéíîé ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìî-
ñòè ïëîòíîñòè ïîòîêà J∗ îò ïåðåñûùåíèÿ ñîãëàñíî âûáðàííîìó ìåõàíèçìó
(äèñëîêàöèîííîìó èëè çàðîäûøåâîìó [1]) ìåæôàçíûõ ïðîöåññîâ:

J∗ ∼ f(C(x, y, z, t)− C∗(x∗, y∗, z∗)),

ãäå C∗(x∗, y∗, z∗) − ðàâíîâåñíàÿ êîíöåíòðàöèÿ â ðàññìàòðèâàåìîì ãðàíè÷-
íîì óçëå ñ êîîðäèíàòàìè (x∗, y∗, z∗) , êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ òåìïåðàòóðîé
â ýòîì óçëå T (x∗, y∗, z∗) = T (0, 0, 0) + Gx∗ è ìåæôàçíûì äàâëåíèåì
P (x∗, y∗, z∗) . Ôîðìóëà äëÿ ðàñ÷åòà ìåæôàçíîãî äàâëåíèÿ âûâîäèëàñü äëÿ
êàæäîé ãðàíè êàê îòíîøåíèå ïðèðàùåíèÿ ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèè ê ïðèðà-
ùåíèþ îáúåìà âêëþ÷åíèÿ ïðè áåñêîíå÷íî ìàëîì ñìåùåíèè ðàññìàòðèâàåìîé
ãðàíè âäîëü íîðìàëè ñ ó÷åòîì çíà÷åíèÿ ÓÌÝ äàííîé ãðàíè è ñîñåäíèõ ñ íåþ,
à òàêæå å¼ ðàçìåðîâ [2].

Ìåòîäèêà ìîäåëèðîâàíèÿ ýâîëþöèè ôîðìû âêëþ÷åíèÿ ïðè íàðóøåíèè
èëè âîññòàíîâëåíèè ðàâíîâåñèÿ ïîñòðîåíà íà ìíîãîêðàòíîì ïîâòîðåíèè îïå-
ðàöèè âû÷èñëåíèÿ óñòàíîâèâøèõñÿ íîðìàëüíûõ ñêîðîñòåé ãðàíåé âêëþ÷å-
íèÿ ïóòåì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) (ìåòîäîì óñòàíîâëåíèÿ) äëÿ çàäàííîé
(òåêóùåé) ôîðìû âêëþ÷åíèÿ ïðè ñòàöèîíàðíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ è îïå-
ðàöèè ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà ãðàíåé ñîãëàñíî âû÷èñëåííûì ñêîðîñòÿì çà
íåêîòîðûé ìàëûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè äëÿ ïîñòðîåíèÿ íîâîé ôîðìû âêëþ-
÷åíèÿ.

III Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû òðåõìåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ

III.1 Ýâîëþöèÿ ôîðìû âêëþ÷åíèÿ îò íåðàâíîâåñíîé ê ðàâíîâåñ-
íîé

Â êà÷åñòâå òåñòîâîé çàäà÷è äëÿ ïîñòðîåííîé òðåõìåðíîé ìîäåëè ðàññìîò-
ðåíà ýâîëþöèÿ íåðàâíîâåñíîé ôîðìû âêëþ÷åíèÿ, çàäàííîé â âèäå øàðà,
ê ðàâíîâåñíîé ôîðìå â âèäå îêðóãëîãî êóáà ñîãëàñíî çàëîæåííîé â ìîäå-
ëè àíèçîòðîïèè ÓÌÝ. Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ íà ðèñ. 3 äåìîíñòðèðóþò
ïðèîáðåòåíèå âêëþ÷åíèåì ðàâíîâåñíîé ôîðìû ñîãëàñíî ïðàâèëó Âóëüôà [2]
ñ ïîãðåøíîñòüþ, îáóñëîâëåííîé êîíå÷íûì êîëè÷åñòâîì ãðàíåé, àïïðîêñèìè-
ðóþùèõ êðèâîëèíåéíûå ó÷àñòêè ãðàíèöû âêëþ÷åíèÿ.

III.2 Ýâîëþöèÿ ôîðìû âêëþ÷åíèÿ ïîä äåéñòâèåì ãðàäèåíòà òåì-
ïåðàòóðû

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ýâîëþöèè ôîðìû âêëþ÷åíèÿ â íåîäíîðîäíî íàãðåòîì
êðèñòàëëå èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò óñòàíîâèâøàÿñÿ ôîðìà ñå÷åíèÿ ýòîãî âêëþ-
÷åíèÿ è ñðàâíåíèå åãî ñ ôîðìîé ñå÷åíèÿ öèëèíäðè÷åñêîãî âêëþ÷åíèÿ ïðè
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Ðèñ. 3: Ýâîëþöèÿ ôîðìû âêëþ÷åíèÿ îò íåðàâíîâåñíîé (à) ê ðàâíîâåñíîé (á)

ïðî÷èõ ðàâíûõ óñëîâèÿõ, à òàêæå ïðîäîëæèòåëüíîñòü ýòîãî óñòàíîâëåíèÿ.
Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíî ïîýòàïíîå ïðåîáðàçîâàíèå èñõîäíîé "øàðîîáðàçíîé"
ôîðìû âêëþ÷åíèÿ ê ñòàöèîíàðíîé íåðàâíîâåñíîé ôîðìå ñ îäíîâðåìåííûì
ïåðåìåùåíèåì âñåãî âêëþ÷åíèÿ âäîëü îñè x ïîä äåéñòâèåì ãðàäèåíòà òåì-
ïåðàòóðû G.

Ðèñ. 4: Ðåçóëüòàò ìîäåëèðîâàíèÿ ýâîëþöèè ôîðìû âêëþ÷åíèÿ (à-ã) ê ñòàöè-
îíàðíîé íåðàâíîâåñíîé ôîðìå (ã, ä) ïðè ìèãðàöèè âêëþ÷åíèÿ â íàïðàâëåíèè
ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðû G

Èç ïðîâåäåííûõ ðàñ÷åòîâ ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò íåêîòîðîå ðàçëè÷èå â
óñòàíîâèâøåéñÿ ãåîìåòðèè ñå÷åíèÿ öèëèíäðè÷åñêîãî è êóáè÷åñêîãî âêëþ÷å-
íèé, ìèãðèðóþùèõ â êðèñòàëëå ïðè ïðî÷èõ ðàâíûõ óñëîâèÿõ. Îäíàêî àíàëèç
ýòîãî ñðàâíåíèÿ òðåáóåò îòäåëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ.

III.3 Î ìîäåëè, ó÷èòûâàþùåé êðèâîëèíåéíîñòü ôîðìû âêëþ÷å-
íèÿ âî âñåõ òðåõ ïëîñêîñòÿõ

Äëÿ áîëåå äåòàëüíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ôîðìû âêëþ÷åíèé â êðèñòàëëå òðåáó-
åòñÿ ó÷åò àíèçîòðîïèè ÓÌÝ (ðèñ. 1á) âî âñåõ òðåõ êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòÿõ.
Ñ ýòîé öåëüþ â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäïðèíÿòà ïîïûòêà ïîñòðîèòü òðåõìåð-
íóþ ñåòêó èç íàáîðà äâóìåðíûõ ñåòîê (ðèñ. 5à, 5á, òîíèðîâàííûå îáëàñòè),
ó÷èòûâàþùèõ êðèâèçíó ãðàíèöû âêëþ÷åíèÿ â ïëîñêîñòÿõ, ïåðïåíäèêóëÿð-
íûõ íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ âêëþ÷åíèé âäîëü îñè x .

Ïîñêîëüêó ïðè òàêîì ïîäõîäå ðàñïîëîæåíèå óçëîâ äâóìåðíûõ ñåòîê
(ðèñ. 5â) íå ñîâïàäàåò âäîëü îñè x , äëÿ îïèñàíèÿ ìàññîïåðåíîñà â ýòîì
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Ðèñ. 5: Ñèñòåìà äâóìåðíûõ ñåòîê (òîíèðîâàííûå îáëàñòè (à, á)) è óçëîâ
â íèõ (â), èñïîëüçîâàííàÿ äëÿ áîëåå äåòàëüíîãî ó÷åòà êðèâèçíû ãðàíèöû
âêëþ÷åíèÿ è àíèçîòðîïèè ÓÌÝ

íàïðàâëåíèè èñïîëüçîâàëàñü áèëèíåéíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ êîí-
öåíòðàöèé C(x, y, z) â îáëàñòÿõ äâóìåðíûõ ñåòîê.

Ïðîâåäåííûå òåñòîâûå ðàñ÷åòû ïî òàêîé ìîäåëè äàþò êà÷åñòâåííî ïðà-
âèëüíûå ðåçóëüòàòû, íî àëãîðèòì òðåáóåò îïòèìèçàöèè èç-çà áîëüøåãî îáú-
åìà âû÷èñëåíèé, âûçâàííîãî óâåëè÷åíèåì êîëè÷åñòâà àïïðîêñèìèðóþùèõ
ãðàíåé ïî ñðàâíåíèþ ñ óïðîùåííîé òðåõìåðíîé ìîäåëüþ ôîðìû âêëþ÷å-
íèÿ, îïèñàííîé â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ.

Ïðåäñòàâëåííûå â íàñòîÿùåé ðàáîòå 3D ìîäåëè áóäóò èñïîëüçîâàíû êàê
áàçîâûå äëÿ èõ äàëüíåéøåãî ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ è àíàëèçà îñîáåííîñòåé ýâî-
ëþöèè ôîðìû æèäêèõ âêëþ÷åíèé â êðèñòàëëå â òðåõìåðíîì ñëó÷àå.
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Ñðåäà ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ Vv�ow ðåàëèçóåò ìåòîä âÿçêèõ âèõðå-
âûõ äîìåíîâ (ÂÂÄ) è äîñòóïíà íà Github ïîä îòêðûòîé ëèöåíçèåé MIT [1].
È ñàì ìåòîä, è åãî ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ ðàçðàáîòàíû â ÍÈÈ ìåõàíè-
êè ÌÃÓ (ëàá. 107). Ïàêåò ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ðåøåíèÿ øèðîêîãî êðóãà çàäà÷
ãèäðîäèíàìèêè, âêëþ÷àÿ âçàèìîäåéñòâèå âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñ
ïîãðóæåííûìè òâåðäûìè òåëàìè. Îñîáîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ çàäà÷àì ñ ïî-
äâèæíûìè ãðàíèöàìè è ñëîæíîé ãåîìåòðèåé, ãäå òðàäèöèîííûå ñåòî÷íûå
ìåòîäû ñòàëêèâàþòñÿ ñ òðóäíîñòÿìè.

Ìåòîä âÿçêèõ âèõðåâûõ äîìåíîâ (ÂÂÄ) îòíîñèòñÿ ê êëàññó áåññåòî÷-
íûõ âèõðåâûõ ìåòîäîâ è ñëóæèò äëÿ ðåøåíèÿ äâóìåðíûõ óðàâíåíèé Íàâüå-
Ñòîêñà [2]. Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ýô-
ôåêòèâíî ðåøàòü çàäà÷è âçàèìîñâÿçàííîãî äâèæåíèÿ æèäêîñòè è ïîãðóæåí-
íûõ â íåå òåë ñ êèíåìàòè÷åñêèìè è óïðóãèìè ñâÿçÿìè. Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî
äëÿ ðåøåíèÿ ñîïðÿæåííîé çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ åäèíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé, ÷òî ïîçâîëÿåò èçáåæàòü ðàñùåïëåíèÿ ñõåìû íà îòäåëüíûå øàãè
äëÿ óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè è äèíàìèêè òåëà [3].

Ñðåäè óñïåøíûõ ïðèìåíåíèé ìåòîäà ìîæíî âûäåëèòü îáúÿñíåíèå ìåõà-
íèçìîâ âëèÿíèÿ óïðóãîé ñâÿçè íà ïðîïóëüñèâíóþ ñèëó êðûëîâîãî ïðîôèëÿ
ïðè ïîëóäåòåðìèíèðîâàííûõ êîëåáàíèÿõ [4]. Êðîìå òîãî, áûë ðåøåí ðÿä çà-
äà÷ ñ ñîóäàðåíèÿìè òâåðäûõ òåë, âêëþ÷àÿ àâòîêîëåáàíèÿ öèëèíäðà â óçêîì
êàíàëå [5] è îáðàòíîãî ôëþãåðà â ïëîñêîì äèôôóçîðå (ãåíåðàòîð èìïóëüñ-
íûõ ñòðóé) [6]. Òàêæå áûëà ðàçðàáîòàíà òåîðèÿ, îáúÿñíÿþùàÿ ñóùåñòâîâà-
íèå ðàçëè÷íûõ ðåæèìîâ àâòîêîëåáàíèé óïðóãî çàêðåïëåííûõ öèëèíäðè÷å-
ñêèõ òåë, è ïðèâåäåíû êðèòåðèè óñòîé÷èâîñòè òàêèõ êîëåáàíèé [7].

Äîêëàä ÿâëÿåò ñîáîé îáçîð óñïåøíûõ ïðèìåíåíèé ïàêåòà Vv�ow è ïðè-
ãëàøàåò ê ñîòðóäíè÷åñòâó çàèíòåðåñîâàííûõ èññëåäîâàòåëåé.
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Ââåäåíèå

Èññëåäîâàíèå ïðîñòðàíñòâåííûõ ðàñïðåäåëåíèé áèîëîãè÷åñêèõ ñèñòåì
ÿâëÿåòñÿ âàæíîé çàäà÷åé ïîïóëÿöèîííîé äèíàìèêè [1]. Äëÿ ýòîãî èñïîëü-
çóþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ïîçâîëÿþ-
ùèå îïèñàòü ïðîöåññû ôîðìèðîâàíèÿ óñòîé÷èâûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ñòðóê-
òóð [2, 3]. Îäèí èç âèäîâ òàêèõ óðàâíåíèé � óðàâíåíèÿ äèôôóçèè�ðåàêöèè.

Äèôôóçèÿ â ïîïóëÿöèîííîé äèíàìèêå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîöåññ ñëó-
÷àéíîãî ïåðåìåùåíèÿ îñîáåé èç îáëàñòåé ñ âûñîêîé ïëîòíîñòüþ íàñåëåíèÿ
â îáëàñòè ñ íèçêîé ïëîòíîñòüþ, àíàëîãè÷íûé äèôôóçèè âåùåñòâ â ôèçèêå.
Ìàòåìàòè÷åñêè êàæäàÿ ïîïóëÿöèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ íåêîòîðûì êîýôôèöè-
åíòîì äèôôóçèè, êîòîðûé âìåñòå ñ ïàðàìåòðàìè, îïèñûâàþùèìè ïðîöåññû
ðîæäàåìîñòè-ñìåðòíîñòè è âçàèìîäåéñòâèÿ ñ äðóãèìè ïîïóëÿöèÿìè, çàäàåò
îïðåäåëåííóþ ñòðàòåãèþ ïîâåäåíèÿ âî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâå.

Ýâîëþöèîííî ñòàáèëüíîé ñòðàòåãèåé (ÝÑÑ) íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ñòðàòåãèÿ
ïîâåäåíèÿ, íàïðàâëåííàÿ íà ðåøåíèå àäàïòàöèîííûõ çàäà÷, ïðè êîòîðîé ïî-
ïóëÿöèÿ îáåñïå÷èâàåò ñâîå äîëãîâðåìåííîå ñóùåñòâîâàíèå è íå ìîæåò áûòü
âûòåñíåíà ñ àðåàëà àíàëîãè÷íîé ïîïóëÿöèåé ñ äðóãîé ñòðàòåãèåé [4]. Â òåî-
ðèè èãð ÝÑÑ ÿâëÿåòñÿ ïåðåðàáîòàííûì âàðèàíòîì ðàâíîâåñèÿ Íýøà, â ïðåä-
ïîëîæåíèè, ÷òî èíäèâèäóàëüíàÿ ïðèñïîñîáëåííîñòü îñîáåé ìîæåò ðàññìàò-
ðèâàòüñÿ êàê àíàëîã òåîðåòèêî-èãðîâîãî ïîíÿòèÿ âûãîäû, îïòèìèçèðóåìîé
èãðîêàìè äëÿ äîñòèæåíèÿ ñâîèõ öåëåé. Âîïðîñ ðåàëèçàöèè ÝÑÑ ïðåäñòàâëÿ-
åò îñîáûé èíòåðåñ. Íåêîòîðûå èññëåäîâàòåëè ñ÷èòàþò [5], ÷òî äîñòè÷ü ÝÑÑ
ìîæíî ñ èñïîëüçîâàíèåì êîíöåïöèè èäåàëüíîãî ñâîáîäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
(ÈÑÐ), ñîãëàñíî êîòîðîé [6] îñîáè ïîïóëÿöèè ðàçìåùàþòñÿ íà àðåàëå ïðî-
ïîðöèîíàëüíî äîñòóïíîìó ðåñóðñó, èìåþò èäåàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå î åãî
ðàñïðåäåëåíèè è ìîãóò ñâîáîäíî ïåðåìåùàòüñÿ â ïðîñòðàíñòâå ñ öåëüþ ïî-
âûñèòü ñâîþ èíäèâèäóàëüíóþ ïðèñïîñîáëåííîñòü.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ÝÑÑ äëÿ ñè-
ñòåìû äâóõ êîíêóðèðóþùèõ çà îáùèé ðåñóðñ ïîïóëÿöèé íà íåîäíîðîäíîì

1Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà � 25-21-00419,
https://rscf.ru/project/25-21-00419/ â Þæíîì ôåäåðàëüíîì óíèâåðñèòåòå
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àðåàëå. Ïîñòðîåíèå ìîäåëè âåäåòñÿ íà îñíîâå ñèñòåìû îäíîìåðíûõ óðàâíå-
íèé äèôôóçèè�ðåàêöèè, ðåàëèçóþùåé êîíöåïöèþ ÈÑÐ [7, 8].

I Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äâóõ ïîïóëÿöèé (U1, U2) , êîíêóðèðóþùèõ çà íåðàâ-
íîìåðíî ðàñïðåäåëåííûé íà àðåàëå ðåñóðñ p(x) :

∂U1

∂t
= D1

∂2U1

∂x2
+ a1U1p(x)− b11U

2
1 − b12U1U2,

∂U2

∂t
= D2

∂2U2

∂x2
+ a2U2p(x)− b21U

2
2 − b22U1U2. (1)

Ñèñòåìà (1) äîïîëíÿåòñÿ óñëîâèÿìè ïåðèîäè÷íîñòè

U1(0, t) = U1(1, t), U2(0, t) = U2(1, t), (2)

è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

U1(x, 0) = U 0
1 , U2(x, 0) = U 0

2 . (3)

Ôóíêöèÿ ðåñóðñà íèãäå íà àðåàëå íå îáðàùàåòñÿ â íóëü è èìååò äîñòà-
òî÷íîå êîëè÷åñòâî ïðîèçâîäíûõ. Â âûðàæåíèè (1) D1 ,D2 � êîýôôèöèåíòû
äèôôóçèè, a1 ,a2 � ïàðàìåòðû ðîñòà îáåèõ ïîïóëÿöèé ñîîòâåòñòâåííî. Êîýô-
ôèöèåíòû b11 ,b22 îòâå÷àþò çà êîíêóðåíöèþ ìåæäó îñîáÿìè âíóòðè êàæäîé
ïîïóëÿöèè, à b12 ,b21 � çà êîíêóðåíöèþ ìåæäó ïîïóëÿöèÿìè.

Áîëüøîå êîëè÷åñòâî êîýôôèöèåíòîâ íàäåëÿåò ìîäåëü (1)�(3) ìíîæå-
ñòâîì ðàçíîîáðàçíûõ ñòðàòåãèé, êîòîðîå, îäíàêî, äîñòàòî÷íî òÿæåëî àíàëè-
çèðîâàòü. Çíà÷èòåëüíîãî óïðîùåíèÿ ìîæíî äîñòè÷ü èñïîëüçóÿ ñëåäóþùóþ
çàìåíó ïåðåìåííûõ [7]

t =
τ

a1
, d1 =

D1

a1
, d2 =

D2

a1
, γ =

a2
a1
,

β1 =
b12
b22
, β2 =

b21
b11
, u1 =

a1
b11
U1, u2 =

a2
b22
U2. (4)
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Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì íîâóþ ñèñòåìó:

∂u1
∂τ

= d1
∂2u1
∂x2

+ u1 [ p(x)− u1 − β1γu2] ,

∂u2
∂τ

= d2
∂2u2
∂x2

+ γu2

[
p(x)− β2

γ
u1 − u2

]
, (5)

êîòîðóþ ãîðàçäî ïðîùå èññëåäîâàòü.

II Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Åñëè êîýôôèöèåíòû äèôôóçèè íàñòîëüêî ìàëû, ÷òî èìè ìîæíî ïðåíå-
áðå÷ü (d1 = d2 = 0), òî ñèñòåìà óðàâíåíèé (5) áóäåò èìåòü òðè íåòðèâèàëü-
íûõ ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèÿ {u1, u2} , êàæäîå èç êîòîðûõ âìåñòå ñî ñâîèì
óñëîâèåì óñòîé÷èâîñòè, ïðèâåäåíî íèæå:

{0, p} , γβ1 > 1, β2 < γ, (6)

{p, 0} , γβ1 < 1, β2 > γ, (7)

{
p (1− β1γ)

1− β1β2
,
p (1− β2/γ)

1− β1β2

}
, γβ1 < 1, β2 < γ, β1β2 < 1. (8)

Ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ (6),(7) îòðàæàþò ôàêò ïîëíîé ïîáåäû îäíîãî èç
êîíêóðåíòîâ. Ðåøåíèå (8) ñîîòâåòñòâóåò ñîñóùåñòâîâàíèþ äâóõ ïîïóëÿöèé
(ðèñ. 1). Îòìåòèì, ÷òî êàæäîå èç ñîñòîÿíèé (6)�(8) óäîâëåòâîðÿåò ÈÑÐ â
ñìûñëå ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ïëîòíîñòè [9] ôóíêöèè ðåñóðñà p(x) .

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è (1)�(3) ïðè íàëè÷èè
äèôôóçèè èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä ïðÿìûõ íà îñíîâå êîìïàêòíîé ðàçíîñòíîé
ñõåìû ïî ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòå [10]. Èíòåãðèðîâàíèå ïî âðåìåíè âå-
ëîñü ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ðóíãå�Êóòòû ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè. Â êà÷å-
ñòâå íåðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîãî ðåñóðñà ðàññìàòðèâàëàñü ôóíêöèÿ

p(x) = 1, 5 + 0, 8 sin (4πx+ π) e−2,5x. (9)

Â ñëó÷àå ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè ÝÑÑ äëÿ îäíîé, âûáðàííîé ïîïóëÿöèè,
íåîáõîäèìî óêàçàòü òàêîé íàáîð äèàïàçîíîâ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû (5), ïðè
êîòîðîì îíà ìîæåò íåîãðàíè÷åííî äîëãî ñóùåñòâîâàòü íà àðåàëå. Òàê, äëÿ
ïîïóëÿöèè u1 , â ðàìêàõ äîïóùåíèÿ îá îòñóòñòâèè äèôôóçèè, ÝÑÑ áóäåò
ñóùåñòâîâàòü ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé èç âûðàæåíèé (7)�(8).
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Ðèñ. 1: Ðàñïðåäåëåíèå ðåñóðñà (ñïëîøíîé çåëåíûé) è êîíêóðèðóþùèõ ïîïó-
ëÿöèé äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ (8) áåç äèôôóçèè (ñïëîøíûå ëèíèè) è
ïðè åå íàëè÷èè (ïóíêòèð) d1 = d2 = 0, 005 (γ = 0, 5; β1 = 1, 4; β2 = 0, 4).

Íàëè÷èå äèôôóçèè íå ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ïðèíöèïèàëüíî íîâûõ ðå-
øåíèé [2, 3], íî çàìåòíî îñëîæíÿåò àíàëèç çàäà÷è (5). Îòòàëêèâàÿñü îò ñòà-
öèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé ïîëó÷åííûõ äëÿ ëîêàëüíîé ñèñòåìû, ìîæíî ñêàçàòü,
÷òî â ýòîì ñëó÷àå ðàñïðåäåëåíèå ïîïóëÿöèé áóäåò èõ ïîâòîðÿòü ¾ðàçìàçû-
âàÿ¿ ïî àðåàëó áëàãîäàðÿ äèôôóçèè (ïóíêòèðíûå êðèâûå íà ðèñ. 1). Îäíàêî,
â òîì ñëó÷àå, êîãäà âñå óñëîâèÿ (6)�(8) íàðóøåíû è èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

γβ1 > 1, β2 > γ, β1β2 > 1, (10)

ñèñòåìà (5) áèñòàáèëüíà è åå ôèíàëüíîå ñîñòîÿíèå çàâèñèò îò íà÷àëüíûõ
óñëîâèé è ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè äèôôóçèè.

Òàê, ïîïóëÿöèÿ u2 ìîæåò äîáèòüñÿ âûòåñíåíèÿ êîíêóðåíòà èñïîëüçóÿ
÷åòûðåõêðàòíûé ÷èñëåííûé ïåðåâåñ, ðèñ. 2 (a). Íî ñíèæàÿ êîýôôèöèåíò
äèôôóçèè â äâà ðàçà, u1 ìîæåò ëåãêî âåðíóòü ñåáå ïðåâîñõîäñòâî, ðèñ. 2 (b).

Â ðàñïðåäåëåííîé ñèñòåìå (5) ïðè îáîñòðåíèè áîðüáû, óñëîâèÿ (10), ïî-
áåæäàåò íå ïðîñòî áîëåå ñèëüíûé êîíêóðåíò, à ïîïóëÿöèÿ, îïòèìàëüíî ñî-
÷åòàþùàÿ ñâîè ñïîñîáíîñòè ñî ñòàðòîâûìè äàííûìè è çíà÷åíèÿìè êîýôôè-
öèåíòîâ äèôôóçèè, â ýòîì è ñîñòîèò ñóòü ÝÑÑ, ïîçâîëÿþùåé òàê ïîäîáðàòü
íåîáõîäèìûå ïàðàìåòðû, ÷òîáû îáåñïå÷èòü ñâîå ñóùåñòâîâàíèå íà àðåàëå.
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Ðèñ. 2: Âëèÿíèå äèôôóçèè íà êîíêóðåíòíóþ áîðüáó ïðè îäèíàêîâûõ íà÷àëü-
íûõ äàííûõ è âûïîëíåíèè óñëîâèé (10): ñëåâà � ïîáåæäàåò u2 (ôèîëåòîâûé)
ïðè d1 = d2 = 0, 001 , ñïðàâà � ïîáåæäàåò u1 (æåëòûé) ïðè d1 = 0, 0005 ,
d2 = 0, 001 (γ = 0, 5; β1 = 2, 1; β2 = 0, 6 ; u01(x) = 0, 3 ;u02(x) = 1, 25).
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Ââåäåíèå

Â çàäà÷àõ ìîäåëèðîâàíèÿ óñòðîéñòâ èç ýëåêòðîóïðóãèõ ìàòåðèàëîâ
âñòðå÷àåòñÿ íåñêîëüêî íàèáîëåå âîñòðåáîâàííûõ âèäîâ ÷èñëåííûõ ýêñïåðè-
ìåíòîâ. Îïðåäåëåíèå ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ñîáñòâåí-
íûõ âåêòîðîâ äëÿ ïüåçîóñòðîéñòâà ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì øàãîì êîìïüþ-
òåðíîãî äèçàéíà, òàê êàê ïîçâîëÿåò ïðåäñêàçàòü ðàáî÷èå ðåæèìû óñòðîé-
ñòâà, ïåðâè÷íî îïðåäåëèòü ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà, îïòèìèçèðîâàòü
ïàðàìåòðû äëÿ äîñòèæåíèÿ íåîáõîäèìûõ ðàáî÷èõ ðåæèìîâ. Ðåøåíèå òàêîé
çàäà÷è ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ îáîáùåííîé çà-
äà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ ñèëüíî ðàçðåæåííûõ ñåäëîâûõ ìàòðèö
áîëüøîé ðàçìåðíîñòè. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåøåíèå ñèñòåìû
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, âîçíèêàþùåé â ñòàòè÷åñêèõ çàäà÷àõ è çàäà÷àõ íà ñîá-
ñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Ïðèâîäèòñÿ àëãîðèòì ýôôåêòèâíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ
èñïîëüçîâàíèåì ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé íà ïëàòôîðìå CUDA äëÿ áëî÷-
íîãî ôîðìàòà õðàíåíèÿ ðàçðåæåííûõ ìàòðèö, ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ òåñòî-
âûõ çàäà÷ ñðàâíèâàþòñÿ ñ ìîäåëüíûìè ðåøåíèÿìè, ïîëó÷åííûìè ñ ïîìîùüþ
MATLAB.

I Ñòðóêòóðà ðàçðåæåííûõ ìàòðèö

Ïðîöåññ ôîðìèðîâàíèÿ ðàçðåæåííûõ ìàòðèö äëÿ çàäà÷ óïðóãîñòè è
ýëåêòðîóïðóãîñòè áûë ðàíåå ïðåäñòàâëåí â ðàáîòàõ [1, 2]. Óïðîùåííî, ñõå-
ìó ïîñòðîåíèÿ ãëîáàëüíûõ ìàòðèö, ó÷àñòâóþùèõ â ðåøåíèè èòîãîâîé çà-
äà÷è, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñëåäóþùåãî ïðîöåññà: ìîäåëèðóåìîå òåëî
ðàçáèâàåòñÿ íà ïðèìèòèâû (êîíå÷íûå ýëåìåíòû), äëÿ êàæäîãî ïðèìèòèâà
ñòðîèòñÿ ëîêàëüíàÿ ìàòðèöà, îïèñûâàþùàÿ âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó óçëàìè
ýòîãî òåëà, ìíîæåñòâî âñåõ íåèçâåñòíûõ â óçëàõ òåëà ñîîòâåòñòâóåò ìíî-
æåñòâó ñòðîê ãëîáàëüíîé ìàòðèöû, ïîëó÷àåìîé ïóòåì ñëîæåíèÿ ëîêàëüíûõ

1Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðîåêò No 24-21-00205) â Þæ-
íîì ôåäåðàëüíîì óíèâåðñèòåòå.
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ñ ó÷åòîì íóìåðàöèè óçëîâ. Îòñþäà ñëåäóåò âàæíîñòü âûáîðà ñïîñîáà íó-
ìåðàöèè óçëîâ è íåèçâåñòíûõ â íèõ. Â äàííîé ðàáîòå ïðèìåíÿëñÿ ïîäõîä,
ïðè êîòîðîì íåèçâåñòíûå â êàæäîì óçëå èìåëè ïîñëåäîâàòåëüíûå ïîðÿäêî-
âûå íîìåðà â ãëîáàëüíîé ìàòðèöå. Ýòî ïîçâîëèëî ïðèìåíèòü ñîáñòâåííóþ
ðåàëèçàöèþ ñòðóêòóðû õðàíåíèÿ ðàçðåæåííûõ ìàòðèö íà îñíîâå áëî÷íîãî
ôîðìàòà (BSR, Block Sparse Row) [3].

II Ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà

Â êà÷åñòâå ìîäåëüíîé çàäà÷è ðàññìàòðèâàëîñü ðåøåíèå ñèñòåìó ëèíåé-
íûé àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ïîëó÷åííûõ äëÿ óïðóãîé è ýëåêòðîóïðó-
ãîé çàäà÷è â ñòàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå. Ãåíåðàöèÿ ìàòðèö îñóùåñòâëÿëàñü â
ïàêåòå ACELAN-COMPOS. Ðåøåíèå çàäà÷è âûïîëíÿëîñü ñ ïîìîùüþ ñòà-
áèëèçèðîâàííîãî ìåòîäà áèñîïðÿæ¼ííûõ ãðàäèåíòîâ (Bi-conjugate gradient
stabilized method, BiCGStab). Äàííûé ìåòîä îòíîñèòñÿ ê êëàññó èòåðàöè-
îííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ êðûëîâñêîãî òèïà. Â îòëè÷èå îò êëàññè-
÷åñêîãî ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ, ïðèìåíåíèå êîòîðîãî âîçìîæíî
òîëüêî äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì ñ ñèììåòðè÷íîé è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé
ìàòðèöåé, BiCGStab ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïðîèçâîëüíîãî âèäà [5]. Âûáîð èòåðàöèîííîãî ìå-
òîäà îáóñëîâëåí òåì, ÷òî ïðè îáðàùåíèè ðàçðåæåííûõ ìàòðèö, â òîì ÷èñëå è
÷àñòè÷íîì, âîçíèêàþò ñëîæíîñòè ñ çàïîëíåíèåì çíà÷èòåëüíîé ÷àñòè ìàòðèö
íåíóëåâûìè ýëåìåíòàìè. Ïðè ýòîì èòåðàöèîííûå ìåòîäû âûáðàííîãî òèïà
íå òðåáóþò áîëüøîãî îáúåìà äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè, à ïðîèçâîäèòåëüíî
èõ çàâèñèò â ïåðâóþ î÷åðåäü îò ðåàëèçàöèè áàçîâîé îïåðàöèè óìíîæåíèÿ
ðàçðåæåííîé ìàòðèöû íà ïëîòíûé âåêòîð. Â ñèëó îçâó÷åííûõ âûøå îñîáåí-
íîñòåé ñòðóêòóðû ìàòðèö, áûë èñïîëüçîâàí áëî÷íî-ðàçðåæåííûé ôîðìàò ñ
ôèêñèðîâàííûì ðàçìåðîì êâàäðàòíîãî áëîêà B × B , ãäå B = 3 äëÿ óïðó-
ãîé çàäà÷è è B = 4 äëÿ ýëåêòðîóïðóãîé. Îòìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íûå áëîêè
âîçíèêàþò è äëÿ äðóãèõ âèäîâ çàäà÷.

Äëÿ îñíîâíîé îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ðàçðåæåííîé ìàòðèöû íà ïëîòíûé
âåêòîð áûëî ðåàëèçîâàíî ÿäðî äëÿ ïëàòôîðìû CUDA, ðàáîòàþùèé ñ ôèêñè-
ðîâàííûì êîëè÷åñòâîì ïîòîêîâ. Áûëè ðåàëèçîâàíû äîïîëíèòåëüíûå âåðñèè
îïåðàöèè ñ íàêîïëåíèåì ðåçóëüòàòà óìíîæåíèÿ è ñ ó÷åòîì òðàíñïîíèðîâà-
íèÿ ìàòðèöû. Äëÿ îñòàëüíûõ îïåðàöèé ñ ïëîòíûìè âåêòîðàìè, òàêèõ êàê
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ è íîðìèðîâàíèå, èñïîëüçîâàëàñü áèáëèî-
òåêà cuBLAS. Èñõîäíàÿ ìàòðèöà ìîæåò áûòü çàãðóæåíà â ðàñ÷åòíûé ìîäóëü
â ôîðìàòå ñïèñêà òðèïëåòîâ, èñïîëüçóåìîãî â ïàêåòå ACELAN-COMPOS,
èëè â ñîîòâåòñòâèè ñî ñïåöèôèêàöèåé ôîðìàòà Matrix Market. Ïðè çàãðóçêå
âûïîëíÿåòñÿ àãðåãàöèÿ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ïî áëîêàì. Êàæäûé íåíóëåâîé
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áëîê õðàíèòñÿ â âèäå çàïîëíåííîé ïîäìàòðèöû ðàçìåðà B × B , à ñòðóêòó-
ðà ðàçðåæåííîñòè çàäàåòñÿ ìàññèâàìè èíäåêñîâ áëîê-ñòðîê è áëîê-ñòîëáöîâ,
âû÷èñëÿåìûõ íà ýòàïå çàãðóçêè. Òàêàÿ ðåàëèçàöèÿ õðàíåíèÿ ïîâûøàåò ëî-
êàëüíîñòü äàííûõ, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, âëèÿåò íà ýôôåêòèâíîñòü îïåðàöèé
÷òåíèÿ/çàïèñè ìàòðèö íà GPU.

III Ðåøåíèå òåñòîâîé çàäà÷è

Äëÿ ïðîâåðêè êîððåêòíîñòè è èññëåäîâàíèÿ ÷èñëåííûõ ñâîéñòâ ðåàëèçî-
âàííîãî ðåøàòåëÿ ðàññìîòðåíà òåñòîâàÿ çàäà÷à ñ íåñèììåòðè÷íîé ìàòðèöåé,
ïîëó÷åííàÿ äëÿ ìîäåëè ïüåçîóïðóãîãî òåëà. Îòìåòèì, ÷òî â ïðåäëîæåííîé
ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà BiCGStab íå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñîâðåìåííûå ñïîñîáû
ïðåäîáóñëàâëèâàíèÿ. Ðàññìàòðèâàåìàÿ ìàòðèöà áûëà ïðåäâàðèòåëüíî ïðå-
îáðàçîâàíà ñðåäñòâàìè ïàêåòà ACELAN ñëåäóþùèì îáðàçîì [6]:

Ïóñòü èñõîäíàÿ ìàòðèöà A ∈ Rn×n è äèàãîíàëü di = Aii . Ââîäèì äèàãî-
íàëüíóþ ìàòðèöó

D = diag
(
d1, d2, . . . , dn

)
, S = diag

(
1√
|d1|

,
1√
|d2|

, . . . ,
1√
|dn|

)
.

Ïðåäîáóñëàâëèâàíèå âûïîëíÿëîñü ñèììåòðè÷íûì ìàñøòàáèðîâàíèåì: óìíî-
æàåì ñèñòåìó ñëåâà è ñïðàâà

Ã = SAS, b̃ = Sb,

òàê ÷òî íîâàÿ ñèñòåìà Ãx = b̃ ýêâèâàëåíòíà èñõîäíîé. Äèàãîíàëüíûå ýëå-
ìåíòû Ãii = SiiAiiSii =

Aii

|Aii| ñòàíîâÿòñÿ ðàâíûìè ±1 c ñ ñîõðàíåíèåì èñ-
õîäíîãî çíàêà, à âíå äèàãîíàëè êîýôôèöèåíòû ïðèâîäÿòñÿ ê ñîïîñòàâèìîìó
ìàñøòàáó, îñîáåííî â ñèòóàöèÿõ, êîãäà èñõîäíàÿ ìàòðèöà áûëà áëèçêà ê äèà-
ãîíàëüíîìó ïðåîáëàäàíèþ. Ïðàêòè÷åñêè ýòî çíà÷èò, ÷òî ìû äåëèì êàæäóþ
ñòðîêó è ñîîòâåòñòâóþùèé ñòîëáåö íà

√
|Aii| . Äëÿ óñòðàíåíèÿ îòðèöàòåëü-

íûõ ýëåìåíòîâ íà äèàãîíàëè âûïîëíÿåòñÿ âòîðîå ïðåîáðàçîâàíèå, ñòðîèì

Θ = diag
(
sign(A11), . . . , sign(Ann)

)
.

Óìíîæàåì ñèñòåìó Ãx = b̃ ñëåâà è ñïðàâà íà Θ :

Â = ΘÃΣ, b̂ = Θb̃.

Òîãäà Âii = 1 . Îêîí÷àòåëüíî ðåøàåì

Ây = b̂, x = SΘy.
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Â ýòîé ñèòóàöèè ãëîáàëüíàÿ ìàòðèöà æåñòêîñòè äëÿ çàäà÷è ýëåêòðîóïðó-
ãîñòè òåðÿåò ñèììåòðè÷íîñòü, îäíàêî ñîäåðæèò äâà êðóïíûõ âíåäèàãîíàëü-
íûõ áëîêà, îòëè÷àþùèõñÿ ëèøü çíàêîì. Â äàííîé ðàáîòå íå ðàññìàòðèâà-
åòñÿ ôîðìàò õðàíåíèÿ, ïðè êîòîðîì ó÷èòûâàëàñü áû äàííàÿ îñîáåííîñòü,
è ìàòðèöà ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê íåñèììåòðè÷íàÿ. Ðàçìåð ðàññìàòðèâàåìîé
ìàòðèöû � îêîëî 15 òûñÿ÷ ñòðîê.

Â êà÷åñòâå îïîðíîãî ðåøåíèÿ äëÿ âàëèäàöèè ðåçóëüòàòîâ èñïîëüçîâàíà
ôóíêöèÿ mldivide èç ïàêåòà MATLAB. Ñîãëàñíî äîêóìåíòàöèè [7], äëÿ äàí-
íîãî òèïà ìàòðèö ðåøåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ LDL-ðàçëîæåíèÿ [8].
×èñëåííûå ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñóíêå 1, ïîêàçûâàþò, ÷òî ïî-
ëó÷åííîå âåêòîðíîå ðåøåíèå x ïî ñâîåé ñòðóêòóðå è ìàñøòàáó áëèçêî ê
ðåøåíèþ, âû÷èñëåííîìó â MATLAB, ÷òî ïîäòâåðæäàåò êîððåêòíîñòü ðåà-
ëèçàöèè áàçîâûõ îïåðàöèé è ñàìîãî àëãîðèòìà íà GPU.

Ðèñ. 1: Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ MATLAB ñ ðàçðàáîòàííûì àëãîðèòìîì
(BiCGStab) � íà ãðàôèêå îòìå÷åí êàê External. Ïðèâîäèòñÿ âèçóàëèçàöèÿ
ñðàâíåíèÿ õàðàêòåðà ðåøåíèé, àáñîëþòíîé ðàçíèöû, ãðàôèê êîððåëÿöèè ðå-
øåíèé è äèàãðàììà ðàñïðåäåëåíèÿ îøèáîê.
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Íàáëþäàåìûå ðàçëè÷èÿ â òî÷íîñòè ðåøåíèé íå ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì
ïðèíöèïèàëüíûõ îãðàíè÷åíèé ìåòîäà BiCGStab èëè îñîáåííîñòüþ ðåàëèçà-
öèè íà GPU, à ñâÿçàíû ñ äâóìÿ ôàêòîðàì: âî-ïåðâûõ, â òåêóùåé ðåàëèçàöèè
àëãîðèòìà èñïîëüçóåòñÿ ïðîñòîé ïðåäîáóñëàâëèâàòåëü, à âî-âòîðûõ, îäèíàð-
íàÿ (�oat) òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé, òîãäà êàê â MATLAB � äâîéíàÿ. Äàëüíåé-
øåå ïîâûøåíèå ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè è óñòîé÷èâîñòè ìåòîäà BiCGStab, à
òàêæå óâåëè÷åíèå òî÷íîñòè ïîëó÷àåìîãî ðåøåíèÿ äîñòèæèìû ïðè èñïîëü-
çîâàíèè áîëåå ñëîæíûõ ïðåäîáóñëàâëèâàòåëåé [5].
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ÂÛÄÅËÅÍÈÅ ÏÐÈÊÀÒÎÄÍÎÉ ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÈ
ÏÐÈ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÈ ÈÍÒÅÍÑÈÂÍÛÕ
ÏÓ×ÊÎÂ ÇÀÐßÆÅÍÍÛÕ ×ÀÑÒÈÖ1

Êîìàðîâ Ä.Ñ., Ñâåøíèêîâ Â.Ì.
Èíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé

ãåîôèçèêè ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

Ââåäåíèå

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå èíòåíñèâíûõ ïó÷êîâ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö
òðåáóåò ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ ñàìîñîãëàñîâàííûõ çàäà÷ ýëåêòðîííîé îïòèêè,
ñ ó÷¼òîì ñèë ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà. Â âàæíîì äëÿ ïðàêòèêè ρ -ðåæèìå
â òàêèõ çàäà÷àõ âîçíèêàåò ïðèêàòîäíàÿ îñîáåííîñòü: âáëèçè êàòîäà ïëîò-
íîñòü îáúåìíîãî çàðÿäà îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü, õîòÿ îáúåìíûé çàðÿä
êîíå÷åí. Âñëåäñòâèå ÷èñëåííîå ðåøåíèå íåïîñðåäñòâåííî ñ êàòîäà ïðèâîäèò
ê íåóñòðàíèìîé ïîãðåøíîñòè, êîòîðàÿ íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ, íå
óìåíüøàåòñÿ ïðè äðîáëåíèè ðàñ÷åòíîé ñåòêè [1-3].

Ýôôåêòèâíûì ïîäõîäîì ê ðåøåíèþ äàííîé ïðîáëåìû ÿâëÿåòñÿ ìåòîä
äåêîìïîçèöèè ðàñ÷åòíîé îáëàñòè [4]. Èñõîäíàÿ îáëàñòü ðàçäåëÿåòñÿ íà ïðè-
êàòîäíóþ ïîäîáëàñòü, ãäå ðåøåíèå íàõîäèòñÿ àíàëèòè÷åñêè [5], è îñíîâíóþ
ïîäîáëàñòü, ãäå ïðèìåíÿþòñÿ ÷èñëåííûå ìåòîäû. Ñîãëàñîâàíèå ðåøåíèé íà
îáùåé ãðàíèöå ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ðåøåíèÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ
Ïóàíêàðå�Ñòåêëîâà, ÷òî îïðåäåëÿåò èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ïî íåëèíåéíîñòè
äëÿ âñåé çàäà÷è [2].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ïðèìåíåíèå ìåòîäà ñåêóùèõ äëÿ ðåøå-
íèÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Ïóàíêàðå�Ñòåêëîâà. Îñíîâíîå ïðåèìóùåñòâî
ïîäõîäà çàêëþ÷àåòñÿ â âû÷èñëèòåëüíîé ýêîíîìè÷íîñòè è ïîòåíöèàëüíîé
âîçìîæíîñòè ðàñøèðåíèÿ íà äâóìåðíûé ñëó÷àé ïðè ìîäåëèðîâàíèè ìåòî-
äîì òðóáîê òîêà. Â ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ ðåçóëüòàò ñåðèè ðàñ÷¼òîâ ÷èñëåííîãî
ýêñïåðèìåíòà ïî ðàñ÷åòó ïëîòíîñòè òîêà â ìîäåëüíîé çàäà÷å î ïëîñêîì äè-
îäå, äåìîíñòðèðóþùèå âûñîêóþ ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà.

Ðàñ÷¼ò ïëîòíîñòè òîêà

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñòàöèîíàðíàÿ ñàìîñîãëàñîâàííàÿ çàäà÷à äëÿ èíòåíñèâ-
íîãî ïó÷êà çàðÿæåííûõ ÷àñòèö â çàìêíóòîé îáëàñòè Ḡ . Çàäà÷à îïèñûâàåòñÿ

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà íàóêè è âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ Ðîññèé-
ñêîé Ôåäåðàöèè (êîä ïðîåêòà FWNM-2025-0001)
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ñèñòåìîé óðàâíåíèé, âêëþ÷àþùåé óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèö â ýëåêòðè÷å-
ñêîì ïîëå ñ ïîòåíöèàëîì φ è íàïðÿæåííîñòüþ E⃗ , óðàâíåíèå Ïóàññîíà äëÿ
φ è óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè äëÿ ïëîòíîñòè òîêà j⃗ [6].

Ðàçäåëèì âñþ ðàñ÷åòíóþ îáëàñòü G ëèíèåé Γcb íà ïîäîáëàñòè Gc è Gb .
Ãðàíèöà Γ òîé æå ëèíèåé ðàçáèâàåòñÿ íà Γc , Γb òàêèå, ÷òî Ḡc = Gc∪Γc∪Γcb ,
Ḡb = Gb ∪ Γb ∪ Γcb , Γc ñîäåðæèò êàòîä C . Áóäåì íàçûâàòü Ḡc ïðèêàòîäíîé
ïîäîáëàñòüþ, à Ḡb � îñíîâíîé ïîäîáëàñòüþ.

Èñõîäíàÿ ñàìîñîãëàñîâàííàÿ çàäà÷à â Ḡ ðåøàåòñÿ ïîñòðîåíèåì â ïîäîá-
ëàñòÿõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé ñ ðåøåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîä-
çàäà÷ â Ḡc è Ḡb . Çàäàäèì óñëîâèå íà Γcb äëÿ ïîòåíöèàëà φ âèäà

φ|Γcb
= w,

ãäå w = w(T ) � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ òî÷êè T ∈ Γcb . Àíàëèòè÷åñêè ðàññ÷èòû-
âàåòñÿ ïëîòíîñòü òîêà j è ïó÷îê â Ḡc , òåì ñàìûì îïðåäåëÿåòñÿ äâèæåíèå
÷àñòèö íà Γcb . Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå âåëè÷èíû è w , ðåøàåòñÿ ÷èñëåííûìè
ìåòîäàìè ïîäçàäà÷à â Ḡb . Ïîñëå ÷åãî ïåðåñ÷èòûâàåòñÿ ôóíêöèÿ w ñîãëàñíî
ïðàâèëàì, ïðèâåäåííûì íèæå, è îïèñàííûé ïðîöåññ ïîâòîðÿåòñÿ íà ñëåäó-
þùåì ïðèáëèæåíèè.

Â öåëÿõ ñîãëàñîâàíèÿ ðåøåíèé íà Γcb çàäàäèì óñëîâèå(
∂φ

∂n⃗

)
c

−
(
∂φ

∂n⃗

)
b

= 0, (1)

çäåñü n⃗ � íîðìàëü ê Γcb , èíäåêñû c, b óêàçûâàþò íà ñîîòâåòñòâèå âåëè÷èí
â ñêîáêàõ ê Ḡc è Ḡb . Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïðèìåì, ÷òî n⃗ � âíóòðåííÿÿ ïî
îòíîøåíèþ ê Ḡb .

Ïðîèçâîäíûå æå â ôîðìóëå (1) ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè îò w , êîòîðûé
ñîãëàñíî àíòèïàðàêñèàëüíîé òåîðèè îïðåäåëÿåò ïëîòíîñòü òîêà j = j(w) .
Òîãäà ñôîðìóëèðîâàòü èñõîäíóþ çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ j ìîæíî â âèäå îïåðà-
òîðíîãî óðàâíåíèÿ

Fw ≡ fc(w)− fb(w) =

(
∂φ(w)

∂n⃗

)
c

−
(
∂φ(w)

∂n⃗

)
b

= 0, (2)

ãäå F : W → W � íåëèíåéíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé â ïðîñòðàíñòâå W
ôóíêöèé, îïðåäåë¼ííûõ íà Γcb . Ýòî óðàâíåíèå ïî àíàëîãèè ñ ëèíåéíûìè
çàäà÷àìè áóäåì íàçûâàòü óðàâíåíèåì Ïóàíêàðå � Ñòåêëîâà.

Óðàâíåíèå (2) ðåøàåì ïðèáëèæåííî. Ïîñòðîèì íà Γcb ñåòêó ω = {Ti ∈
Γcb, i = 1, 2, . . . , NΓ} ñ øàãàìè hi = l(Ti+1) − l(Ti) > 0 , i = 1, 2, . . . , NΓ − 1 ,
ãäå NΓ � çàäàííîå öåëîå ÷èñëî, à l(Ti) � äëèíà îòðåçêà [T1, Ti] ãðàíèöû Γcb ,
îòñ÷èòûâàåìàÿ îò òî÷êè T1 .
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Ïåðåéäåì ê ïðèáëèæåííîé çàäà÷å íàõîæäåíèÿ â óçëàõ ñåòêè ôóíêöèè
äèñêðåòíîãî àðãóìåíòà, ïîä êîòîðîé è áóäåì â äàëüíåéøåì ïîíèìàòü ôóíê-
öèþ w . Äëÿ ÷åãî îïðåäåëèì ñèñòåìó íåëèíåéíûõ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé

Φ(w) ≡ {fi(w)} = 0.

fi(w) =

(
∂φ(w)

∂n⃗

)
c,i

−
(
∂φ(w)

∂n⃗

)
b,i

, i = 1, NΓ. (3)

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïó÷êà ìåòîäîì òðóáîê òîêà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ÷èñëî
òðóáîê ðàâíî NΓ . Òàêæå ïîëàãàåì, ÷òî êàæäûé i -ûé óçåë ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé
ïåðåñå÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé i -îé òðóáêè òîêà ñ èíòåðôåéñîì Γcb ñ îïðå-
äåë¼ííûì íà íåé fi(w) . Âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó òðóáêàìè òîêà ïðîèñõîäèò
îïîñðåäîâàíî ÷åðåç îáùåå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå.

Â êàæäîì i -îì óçëå óðàâíåíèå fi(w) áóäåì ðåøàòü ìåòîäîì ñåêóùèõ

wn+1
i = wn

i −
fi(w

n
i )(w

n
i − wn−1

i )

fi(wn
i )− fi(w

n−1
i )

, (4)

ãäå n � íîìåð èòåðàöèè. Äàëåå â òåêñòå èíäåêñ i îïóñêàåì. Ïðåèìóùåñòâîì
ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå íåîáõîäèìîñòè ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ ïîä-
çàäà÷ íà êàæäîé èòåðàöèè è êàê ñëåäñòâèå ïîâûøåííàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ
ýêîíîìè÷íîñòü.

Â Ḡc íàõîæäåíèå ðåøåíèÿ ñàìîñîãëàñîâàííîé çàäà÷è îñóùåñòâëÿåòñÿ íà
îñíîâå àíòèïàðàêñèàëüíîé òåîðèè Â.À. Ñûðîâîãî [5] è ñëåäóþùåìó èç íåå
îáîáùåííîìó çàêîíó ¾3/2¿. Äëÿ îäíîìåðíîé òðóáêè òîêà ðåøåíèå èìååò âèä
(çäåñü èíäåêñ n îïóñêàåòñÿ)

j = cj
w3/2

l2
, φ(s) =

(s
l

) 4
3

w, (5)

fc(w) =

(
∂φ(w)

∂n⃗

)
c

=
4w

3l
, (6)

ãäå s � ðàññòîÿíèå îò êàòîäà ïî íîðìàëè, l � ðàññòîÿíèå îò êàòîäà äî Γcb ,
cj � ðàçìåðíàÿ êîíñòàíòà (ïîäðîáíåå ñì. [7]).

Ðåøåíèå çàäà÷è â Ḡb ïðîâîäèòñÿ ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè. Ïðîèçâîäíàÿ
fb(w) â Ḡb àïïðîêñèìèðóåòñÿ òð¼õòî÷å÷íîé ðàçíîñòíîé ñõåìîé.

×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò

Ïðîâåäåíà ñåðèÿ ðàñ÷¼òîâ äëÿ ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà íà îäíîìåðíîé
ìîäåëüíîé çàäà÷å î ïëîñêîì äèîäå. Âñÿ ðàñ÷¼òíàÿ îáëàñòü ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé îòðåçîê ïðÿìîé 0 ≤ x ≤ d (d � ðàññòîÿíèå îò êàòîäà äî àíîäà), ñ
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çàäàííîé âåëè÷èíîé ïîòåíöèàëà V íà àíîäå. Äëÿ äàííîé çàäà÷è ñóùåñòâóåò
òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ja

ja = cj
V 3/2

d2
. (7)

Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (4) ïðîâîäèëñÿ ñ òî÷íîñòüþ 10−10 . Òåõíîëîãèÿ
ïðîâåäåíèÿ ðàñ÷¼òà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì:

1. Èíèöèàëèçàöèÿ

Çàäàåòñÿ d = 100 , l = 1
10d , V = 100 . Íà îòðåçêå [l, d] , ïðåäñòàâëÿþùåì

ñîáîé Ḡb , ââîäèòñÿ ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà Ω , êîòîðóþ áóäåì âàðüèðîâàòü
â ïðåäåëàõ îò 10 äî 106 óçëîâ. Äëÿ ïåðâîé èòåðàöèè ìåòîäà ñåêóùèõ
áóäåì âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ ðàçíîñòíîé ïðîèçâîäíîé äëÿ äâóõ íà÷àëü-
íûõ ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèé w0 = 1 , w1/2 = w0 + 0.01V .

2. Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ

Ïðîâîäèì èòåðàöèîííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3) äî ñõîäèìîñòè. Íà
êàæäîì ïðèáëèæåíèè wn âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:

(a) Ðàññ÷èòûâàåì ïëîòíîñòü òîêà jn â Ḡc ñîãëàñíî âûðàæåíèþ (5). Ñ
ïîëó÷åííûì jn ðåøàåì ïîäçàäà÷ó â Ḡb íà ñåòêå Ω . Íàéäåì ðàñ-
ïðåäåëåíèå ïîòåíöèàëà ïðè wn . Óðàâíåíèå Ïóàññîíà àïïðîêñè-
ìèðóåòñÿ òð¼õòî÷å÷íûìè ðàçíîñòíûìè âûðàæåíèÿìè, èìåþùèìè
ïîãðåøíîñòü âòîðîãî ïîðÿäêà, è ðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïðèáëè-
æåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåíöèàëà â óçëàõ ñåòêè ìåòîäîì ýêî-
íîìè÷íîé ïðîãîíêè, òðåáóþùåé äëÿ ñâîåé ðåàëèçàöèè 4(N − 1)
ñëîæåíèé è îäèí äîïîëíèòåëüíûé ìàññèâ ðàçìåðà N − 1 [8].

(b) Èñïîëüçóÿ òðåõòî÷å÷íóþ ðàçíîñòíóþ ñõåìó è ðàñïðåäåëåíèå ïî-
òåíöèàëà íàõîäèì fb(w

n) . Ïîñëå èñõîäÿ èç ôîðìóë (3), (6) íà-
õîäèì ðàçíîñòü ïðîèçâîäíûõ íà èíòåðôåéñå f(wn) . Ñëåäóþùåå
ïðèáëèæåíèå wn+1 áåð¼òñÿ ñîãëàñíî (4).

Ðàññ÷èòûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü â ïðîöåíòàõ ε%

ε% =

∣∣∣∣j − ja
ja

∣∣∣∣ 100,
ãäå j � ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêîãî ìåòîäà.
Â Òàáëèöå 1 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷¼òîâ.

Èç äàííîé òàáëèöû âèäíî, ÷òî ðåøåíèå èìååò âòîðîé ïîðÿäîê òî÷íîñòè,
à òàêæå ïðèåìëåìóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè â ïðåäåëàõ 14-16 èòåðàöèé.
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N ε% Êîë-âî èòåðàöèé
101 3,00 16
102 4,78E-02 14
103 5,08E-04 14
104 5,11E-06 14
105 5,02E-08 14
106 4,67E-10 14

Òàáëèöà 1: Òî÷íîñòü ðåøåíèÿ è ÷èñëî èòåðàöèé äî ñõîäèìîñòè

Çàêëþ÷åíèå

Ðàçðàáîòàí àëãîðèòì ðåøåíèÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Ïóàíêàðå�
Ñòåêëîâà íà îñíîâå ìåòîäà ñåêóùèõ ñ äåêîìïîçèöèåé îáëàñòè è ó÷¼òîì
ïðèêàòîäíîé îñîáåííîñòè. Ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîäòâåðæäåíû âòîðîé ïîðÿ-
äîê òî÷íîñòè è âûñîêàÿ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè. Ïåðñïåêòèâû äàëüíåéøèõ
èññëåäîâàíèé ìîãóò âêëþ÷àòü â ñåáÿ ïîëíîöåííîå ðàñøèðåíèå ìåòîäà ñå-
êóùèõ íà äâóìåðíûå çàäà÷è ïóò¼ì ìîäåëèðîâàíèÿ ìåòîäîì òðóáîê òîêà è
ïðÿìîå ñðàâíåíèå ñ äðóãèìè ìåòîäàìè. Òàêæå îíè ìîãóò áûòü íàïðàâëåíû
íà ðàñøèðåíèå îáëàñòè ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà íà áîëåå ñëîæíûå êîíôèãóðàöèè
ýëåêòðîííî-îïòè÷åñêèõ ñèñòåì è ðàçðàáîòêó ïàðàëëåëüíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ
ïðîâåäåíèÿ ðàñ÷åòîâ íà ìíîãîïðîöåññîðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ.
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Ìàðòûíîâà Ò.Ñ., Ìóðàòîâà Ã.Â., Îãàíåñÿí Ï.À.,
Èãíàòåíêî È.Ä.
ÞÔÓ, Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè, ìåõàíèêè è êîìïüþòåðíûõ

íàóê èì. Âîðîâè÷à È.È., Ðîñòîâ-íà-Äîíó

Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ â ÷èñëåííîé ëèíåéíîé àëãåáðå è ïðèëîæåíèÿõ òåîðèÿ
ìàòðè÷íûõ ïó÷êîâ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè çàíèìàåò îäíî èç âåäóùèõ ìåñò.
Ýòî ñâÿçàíî êàê ñ ïîòðåáíîñòüþ ðåøàòü ñîîòâåòñòâóþùèå çàäà÷è íà ñîâðå-
ìåííûõ êîìïüþòåðàõ (ñ èñïîëüçîâàíèåì ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé), òàê è
ñ íåîáõîäèìîñòüþ ðàçâèâàòü ñóùåñòâóþùóþ òåîðèþ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ äëÿ
äàííîãî êëàññà çàäà÷.

Åñëè A è B � ìàòðèöû îäèíàêîâûõ ðàçìåðîâ, òî îíè îïðåäåëÿþò ïó÷îê,
ïîä êîòîðûì ïîíèìàåòñÿ ìíîæåñòâî ìàòðèö A + σB , ãäå σ � ïàðàìåòð.
Òåîðèÿ ìàòðè÷íûõ ïó÷êîâ ñòðîèòñÿ îáû÷íî íàä ïîëåì C , â òàêîì ñëó÷àå
σ ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáûå êîìïëåêñíûå çíà÷åíèÿ, îäíàêî ñëó÷àé, êîãäà A
è B � âåùåñòâåííûå ìàòðèöû, à σ � âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð ïðåäñòàâëÿåò
íàèáîëüøèé ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ. Çàìåòèì, ÷òî â ðåãóëÿðíîé ïàðå (A,B)
ìàòðèöà B ìîæåò áûòü êàê íåâûðîæäåííîé, òàê è âûðîæäåííîé. Ïàðà ñ
íåâûðîæäåííîé ìàòðèöåé íàçûâàåòñÿ íåîñîáîé [1].

Ó ïàðû ñ âûðîæäåííîé ìàòðèöåé B ìîãóò ñóùåñòâîâàòü áåñêîíå÷íûå
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Îäíàêî, óñëîæíåíèé, ñâÿçàííûõ ñ äîïóùåíèåì áåñ-
êîíå÷íîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ, ìîæíî èçáåæàòü ïóò¼ì ïðåîáðàçîâàíèÿ
çàäàííîé ðåãóëÿðíîé ïàðû â íåîñîáóþ. Òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå ìîæíî îñóùå-
ñòâèòü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Çàìåòèì, ÷òî õîòÿ îáå ìàòðèöû ðåãóëÿðíîé
ïàðû (A,B) ìîãóò áûòü âûðîæäåííû, èõ ÿäðà äîëæíû èìåòü òðèâèàëüíîå
ïåðåñå÷åíèå [2].

Â ñïåêòðàëüíîé òåîðèè ìàòðèö áîëüøóþ ðîëü èãðàåò ïîíÿòèå èíâàðèàíò-
íîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, çíàíèå êîòîðîãî ïîçâîëÿåò ñâåñòè èñõîäíóþ çàäà÷ó ê
ðåøåíèþ çàäà÷è ãîðàçäî ìåíüøåãî ïîðÿäêà. Ýòî îñîáåííî àêòóàëüíî äëÿ
ìàòðèö îãðîìíûõ ðàçìåðîâ, ïîëó÷àåìûõ ïðè äèñêðåòèçàöèè ñîâðåìåííûõ
çàäà÷ ìåòîäîì êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé è êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ è ïîñëåäóþùåì

1Ðàáîòà âûïîëíåíà çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà � 24-21-00205,
https://rscf.ru/project/24-21-00205/ â Þæíîì ôåäåðàëüíîì óíèâåðñèòåòå
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èõ ÷èñëåííîì ðåøåíèè. Äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàñùåïëåíèÿ ìàòðèöû èñ-
ïîëüçóþòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäîáèÿ. Ïðè ðàáîòå ñ ïàðàìè ìàòðèö (A,B)
òå æå ôóíêöèè âûïîëíÿþò ïðåîáðàçîâàíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè [1] .

×èñëåííûå ìåòîäû

Ñëåäóåò îòìåòèòü ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå ïó÷êîâîé ñèòóàöèè îò îáû÷íîé
òåîðèè ìàòðèö. Ýðìèòîâà ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì íîðìàëüíîé
è, ñëåäîâàòåëüíî, òàêæå èìååò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ
âåêòîðîâ. Â òî æå ñàìîå âðåìÿ ýðìèòîâû ïàðû îòíþäü íå ñîñòàâëÿþò ïîä-
ìíîæåñòâà íîðìàëüíûõ ïàð (è, â îáùåì ñëó÷àå, íå ìîãóò áûòü ïðèâåäåíû ê
äèàãîíàëüíîìó âèäó). Îäíàêî åñòü ñïåöèàëüíûé êëàññ ýðìèòîâûõ ïàð, äëÿ
êîòîðîãî ïðèâåäåíèå ê äèàãîíàëüíîìó âèäó âîçìîæíî. Ýòî ïó÷êè (A,B) ñ
ïîëîæèòåëüíî èëè îòðèöàòåëüíî îïðåäåë¼ííîé ìàòðèöåé B . Òàêèå ïàðû íà-
çûâàþò îïðåäåë¼ííûìè. Íî è äëÿ îïðåäåë¼ííûõ ïàð áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ
âåêòîðîâ íå áóäåò îðòîãîíàëüíûì, åñëè èñêëþ÷èòü ñëó÷àé ïåðåñòàíîâî÷íûõ
ìàòðèö. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ýêâèâàëåíòíîñòü äâóõ âåùåñòâåííûõ ñèì-
ìåòðè÷íûõ èëè äâóõ ýðìèòîâûõ ïó÷êîâ íåäîñòàòî÷íà äëÿ èõ êîíãðóýíòíî-
ñòè [2, 8].

×òîáû ýðìèòîâ ïó÷îê (A,B) ìîæíî áûëî ïðèâåñòè ê äèàãîíàëüíîìó
âèäó ñ ïîìîùüþ óíèòàðíîé êîíãðóýíöèè, ìàòðèöû ïó÷êà äîëæíû êîììóòè-
ðîâàòü, à ñîïðîâîæäàþùàÿ ìàòðèöà áóäåò ýðìèòîâîé è äèàãîíàëèçóåòñÿ òåì
æå ïðåîáðàçîâàíèåì. Òî æå ñàìîå ñïðàâåäëèâî â îòíîøåíèè âåùåñòâåííûõ
ñèììåòðè÷íûõ ïàð, äèàãîíàëèçóåìûõ îðòîãîíàëüíûìè êîíãðóýíöèÿìè. Òà-
êèì îáðàçîì, äèàãîíàëèçóåìîñòü îïðåäåë¼ííîé ïàðû (A,B) åñòü ñëåäñòâèå
òîãî, ÷òî ñîïðîâîæäàþùàÿ ìàòðèöà äèàãîíàëèçóåìà è èìååò âåùåñòâåííûé
ñïåêòð.

Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå àíàëîãèè ìåæäó ñâîéñòâàìè îïðåäåë¼ííûõ ïó÷-
êîâ è îáû÷íûõ ýðìèòîâûõ ìàòðèö. Òàê, êðàéíèå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïó÷êà
(A,B) ÿâëÿþòñÿ ýêñòðåìóìàìè îáîáù¼ííîãî îòíîøåíèÿ Ðåëåÿ:

ρ(A,B;x) = (Ax, x)/(Bx, x). (1)

Èìåþòñÿ òî÷íûå ýêâèâàëåíòû äëÿ ìèíèìàêñíûõ (è ìàêñèìèííûõ) ðàâåíñòâ
Êóðàíòà-Ôèøåðà, òåîðåì î ïåðåìåæàåìîñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé (ìàòðè-
öû è åå ãëàâíûõ ïîäìàòðèö): ýòè ñîîòâåòñòâèÿ ëó÷øå âñåãî îáúÿñíÿþòñÿ
â ðàìêàõ òåîðèè åâêëèäîâûõ èëè óíèòàðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Îòäåëüíûì âî-
ïðîñîì ïðè ðàáîòå ñ áîëüøèìè ïó÷êàìè ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ ñïîñîá îïèñà-
íèÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòè èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ê ìàëûì âîçìóùåíè-
ÿì ýëåìåíòîâ ìàòðèöû. ×òîáû ïîëó÷èòü òàêîé ñïîñîá, íóæíî ïðåæäå âñåãî
óêàçàòü ìåðó, ïîñðåäñòâîì êîòîðîé îöåíèâàåòñÿ áëèçîñòü ïîäïðîñòðàíñòâ.
Åñëè èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ÷óâñòâèòåëüíîñòü îòäåëüíîãî, ïðè÷¼ì ïðîñòîãî



Ìàðòûíîâà Ò.Ñ. . . .ÌÀÒÐÈ×ÍÛÅ ÏÓ×ÊÈ ÁÎËÜØÎÉ. . . 49

ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ , òî íàèáîëåå òî÷íóþ îöåíêó äà¼ò èíäèâèäóàëüíîå
÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè.

Çàìåòèì, ÷òî îäíîâðåìåííàÿ äèàãîíàëèçàöèÿ äâóõ ìàòðèö ïó÷êà (ýðìè-
òîâûõ èëè âåùåñòâåííûõ ñèììåòðè÷íûõ) âîçìîæíà è òîãäà, êîãäà íè îäíà èç
íèõ íå îïðåäåëåíà, íî â ïó÷êå (αA+ βB) èìåþòñÿ îïðåäåë¼ííûå ìàòðèöû.
Ïðè ðåøåíèè îáîáùåííîé çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, âîçíèêàþùåé â
ðåçóëüòàòå êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ýëåêòðî-ýëàñòè÷íûõ ìàòå-
ðèàëîâ, â ðàáîòàõ [3, 4, 5] ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ
ñèììåòðè÷íîé êâàçè-îïðåäåë¼ííîé (SQD), ò.å. íåçíàêîîïðåäåë¼ííîé, à ìàò-
ðèöà B - âûðîæäåííîé. Ïðè ýòîì ñóùåñòâóåò ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ìàòðèö
òàêàÿ, ÷òî ìàòðè÷íûé ïó÷îê ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûì (íàïðè-
ìåð, α = −0.5, β = 7).

Ñïîñîáíîñòü âûÿâèòü îïðåäåë¼ííîñòü çàäàííîé ýðìèòîâîé ïàðû (A,B) , à
çàòåì íàéòè ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííóþ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ (αA+βB)
èìååò áîëüøîå çíà÷åíèå ïðè ðåøåíèè ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷. Ýòî ñâÿçàíî ñ
òåì, ÷òî òåõíèêà ðåøåíèÿ çàäà÷

Ax = λBx, (2)

ãäå A è B ýðìèòîâû è B > 0 , èçâåñòíà. Åñëè íè îäíà èç ìàòðèö íå îïðå-
äåëåíà, íî ïó÷îê (A,B) îïðåäåë¼í, òî åñòü âîçìîæíîñòü ïåðåéòè ê ýêâèâà-
ëåíòíîé çàäà÷å ñ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé ìàòðèöåé. Àëãîðèòì ïîñòðîå-
íèÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè çàäàííûõ ýðìèòîâûõ
ìàòðèö A è B èìååòñÿ â ðàáîòå [6].

Äëÿ òàêîãî êëàññà ìàòðèö ïðåäëîæåíû è ðåàëèçîâàíû ÷èñëåííûå ìåòî-
äû íà îñíîâå àëãîðèòìà Ëàíöîøà ñî ñäâèãîì è îáðàùåíèåì êàê äëÿ ìî-
äåëüíûõ ìàòðèö íåáîëüøîãî ðàçìåðà, òàê è äëÿ áîëüøèõ ìàòðè÷íûõ ïó÷-
êîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé è ýôôåêòèâíîé ðåàëèçàöèè
ìàòðè÷íî-âåêòîðíûõ ïðîèçâåäåíèé. Ïðè ðåàëèçàöèè äàííûõ àëãîðèòìîâ âî
âíóòðåííåì öèêëå ìåòîäà Ëàíöîøà èñïîëüçîâàíû ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê ðå-
øåíèþ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ), ó÷èòûâàþùèå
ñâîéñòâà äàííîé ìàòðè÷íîé ïàðû [3, 4, 5]. Ñðåäè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ïðè ðå-
øåíèè ÑËÀÓ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè ïðåäïî÷òåíèå îòäà¼òñÿ ìåòîäàì ïîäïðî-
ñòðàíñòâ Êðûëîâà [7], õîòÿ ìíîãîå ïðè âûáîðå ìåòîäîâ îïðåäåëÿþò ñâîéñòâà
ìàòðèö, âõîäÿùèõ â ïó÷îê [12].

Èññëåäîâàíèå ñïåêòðà ïàðû â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðà σ ïî-
êàçàëî, ÷òî ìàòðèöà (A−σB) â ïðåäåëàõ èíòåðâàëà (0, λmin) ÿâëÿåòñÿ SQD,
âíóòðè èíòåðâàëà (λmin, λmax) � íåçíàêîîïðåäåë¼ííîé, ïðè (λ > λmax) äàí-
íàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíî îïðåäåë¼ííîé, ÷òî è îïðåäåëÿåò âûáîð
ìåòîäà äëÿ ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ÑËÀÓ. Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé ñ íåçíàêîîïðåäåë¼ííûìè ìàòðèöàìè èñïîëüçóþòñÿ òàêèå ìåòîäû,
êàê MINRES è SYMMLQ [12].
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Ïðåäîáóñëîâëåííûå ìåòîäû âàðèàöèîííîãî òèïà äëÿ ðå-
øåíèÿ çàäà÷è ñ áîëüøèìè ìàòðè÷íûìè ïàðàìè

Â ðÿäå çàäà÷ ñòðóêòóðíîãî àíàëèçà èñêîìîé îáû÷íî ÿâëÿåòñÿ òîëüêî
íèæíÿÿ ÷àñòü ñïåêòðà. Ýòà îñîáåííîñòü ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü äëÿ èõ ðå-
øåíèÿ âàðèàöèîííûå ìåòîäû, â ÷àñòíîñòè, ìåòîäû ñîïðÿæ¼ííûõ ãðàäèåíòîâ
(CG). Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (2) íàõîäÿòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî, íà÷èíàÿ ñ íàè-
ìåíüøåãî. Ñïåêòð çàäà÷è ïðåäïîëàãàåòñÿ óïîðÿäî÷åííûì â âîçðàñòàþùåì
ïîðÿäêå. Âîçìîæíî íàëè÷èå êðàòíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ÷òî íå ñíèæà-
åò ýôôåêòèâíîñòè èñïîëüçóåìûõ àëãîðèòìîâ. Äëÿ çàìûêàíèÿ ñîøåäøèõñÿ
ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ èñïîëüçóåòñÿ B -îðòîãîíàëüíàÿ äåôëÿöèÿ. Çàìåòèì,
÷òî â ðåøàåìûõ çàäà÷àõ õàðàêòåðíî ñãóùåíèå ñïåêòðà èìåííî â åãî íèæ-
íåé ÷àñòè. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (2) ïðèìåíÿþòñÿ ñëåäóþùèå âàðèàöèîííûå
ìåòîäû: RQMIN [9], DACG (De�ation-Accelerated Conjugate Gradient) [10],
LOCGM (ëîêàëüíî îïòèìàëüíûé ìåòîä ñîïðÿæ¼ííûõ ãðàäèåíòîâ) [11], à
òàêæå èõ áëî÷íûå è ïðåäîáóñëîâëåííûå âàðèàíòû [5]. Äàííûå àëãîðèòìû
îñíîâàíû íà ñâîéñòâå ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ïîñëåäî-
âàòåëüíî ìèíèìèçèðîâàòü îáîáù¼ííîå îòíîøåíèå Ðåëåÿ (1). Äëÿ ïîëó÷åíèÿ
ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåë¼ííîñòè ìàòðèöû B äåëàåòñÿ ïåðåõîä ê ýêâèâàëåíò-
íîé çàäà÷å ñ èñïîëüçîâàíèåì äîïîëíåíèÿ Øóðà. Ýòî ïîçâîëÿåò êàê ïîíèçèòü
ðàçìåðíîñòü çàäà÷è, òàê è ðåøàåò ïðîáëåìó áåñêîíå÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà-
÷åíèé. Åñëè ìàòðèöà, ñòîÿùàÿ â ïðàâîé ÷àñòè (2) ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé
ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåë¼ííîé, òî âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ
êîíå÷íûìè.

Ìåòîäû âàðèàöèîííîãî òèïà ïðè ðåøåíèè (2) óñòóïàþò ïî ñêîðîñòè ñõî-
äèìîñòè ìåòîäàì, îñíîâàííûì íà îáðàòíûõ èòåðàöèÿõ. Ïîýòîìó èõ àñèìï-
òîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå æåëàòåëüíî èìåòü ýêâèâàëåíòíûì àñèìïòîòè÷åñêîé
ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ. Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè èòåðà-
öèîííûõ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè çàâèñèò îò ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû
Ãåññå â òî÷êå ìèíèìóìà. Ïðè ýòîì ñîáñòâåííûå ÷èñëà ñõîäÿòñÿ â äâà ðàçà
áûñòðåå, ÷åì ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå âåêòîðû.

Äëÿ ýôôåêòèâíîãî ïðèìåíåíèÿ âàðèàöèîííûõ ìåòîäîâ òðåáóåòñÿ âûáîð
ïðåäîáóñëîâëèâàòåëÿ, êîòîðûé äåéñòâóåò íà òåêóùåå çíà÷åíèå íåâÿçêè (ãðà-
äèåíòà) [11]. Öåëåñîîáðàçåí ïîèñê ïðåäîáóñëîâëèâàòåëåé íå ó÷èòûâàþùèõ
êîíêðåòíóþ ñòðóêòóðó ðàçðåæåííîñòè ìàòðèö, ñâÿçàííóþ ñî ñâîéñòâàìè
ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé. Íàèáîëåå ýôôåêòèâíûì ïîäõîäîì äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷ óìåðåííîãî ðàçìåðà ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ïîëíîãî è íåïîëíîãî ðàç-
ðåæåííîãî ðàçëîæåíèÿ Õîëåöêîãî, òîãäà êàê äëÿ ïó÷êîâ áîëüøîãî ðàçìåðà
íàèáîëåå ýôôåêòèâíûìè ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèå ìíîãîñåòî÷íûå ìåòîäû.
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Âûðîæäåííûå ìàòðè÷íûå ïó÷êè

Îáîáù¼ííàÿ ïðîáëåìà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé (2) äëÿ ñèíãóëÿðíûõ
ìàòðè÷íûõ ïàð (A,B) ïðèíöèïèàëüíî òðóäíåå çàäà÷è ñ ïîëîæèòåëüíî-
îïðåäåë¼ííûìè ñèììåòðè÷íûìè ïó÷êàìè, ò.ê. çäåñü ìîãóò èìåòü ìåñòî ÿâ-
ëåíèÿ, îñëîæíÿþùèå ëîêàëèçàöèþ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé [2, 12]. Íàèáîëåå
÷àñòî âûðîæäåííîñòü ïó÷êà îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî ìàòðèöû ïàðû èìåþò îá-
ùèå íóëü-âåêòîðû x òàêèå, ÷òî Ax = Bx = 0, x ̸= 0 . Ýòè âåêòîðû ÿâ-
ëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè ïàðû, íî ëþáîå ÷èñëî áóäåò ÿâëÿòüñÿ å¼
ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì. Ýòà íåîïðåäåë¼ííîñòü âûçûâàåò òåîðåòè÷åñêèå è
âû÷èñëèòåëüíûå òðóäíîñòè è äåëàåò íåèçáåæíûì ïåðâîíà÷àëüíûé àíàëèç
òàêîé ïàðû.

Ìû ñíà÷àëà èùåì, à çàòåì èçáàâëÿåìñÿ îò îáùåãî íóëü-ïðîñòðàíñòâà
âûðîæäåííîé ìàòðè÷íîé ïàðû. Òåîðåòè÷åñêè ýòî äåëàåòñÿ ñóæåíèåì ïó÷êà
íà èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïàðû (A,B) . Íî íà ïðàêòèêå âîçìîæ-
íû ñèòóàöèè ïðèñóòñòâèÿ â òàêîé ïàðå âåêòîðîâ, êîòîðûå àííóëèðóþòñÿ
(èëè ïî÷òè àííóëèðóþòñÿ) îáåèìè ìàòðèöàìè. Ïîñëå äèñêðåòèçàöèè ïðî-
áëåìû ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî íåêîòîðûå
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ âû÷èñëÿþòñÿ àáñîëþòíî íåâåðíî. Ýòè ñîáñòâåííûå
÷èñëà î÷åíü ÷óâñòâèòåëüíû ê ëþáûì âîçìóùåíèÿì ìàòðèö ïàðû, è èõ íàëè-
÷èå â ïó÷êå ïîíèæàåò óñòîé÷èâîñòü âû÷èñëèòåëüíîãî àëãîðèòìà â öåëîì ïðè
îïðåäåëåíèè îñòàëüíûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë. Ïîýòîìó íà ýòàïå àíàëèçà è ìî-
äåëüíûõ ðàñ÷åòîâ ñ íåáîëüøèìè âûðîæäåííûìè ïàðàìè íóæíî îáÿçàòåëüíî
èçáàâëÿòüñÿ îò îáùåãî íóëü-ïðîñòðàíñòâà ðàñ÷¼òíîãî ïó÷êà. Ìû èñïîëüçóåì
äëÿ ýòîé öåëè ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå ìàòðèö (SVD) [1, 2, 12].

Ïðåäëîæåí àëãîðèòì SVD, êîòîðûé èìååò áûñòðóþ ñõîäèìîñòü, ïîñêîëü-
êó äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ ñ îãðîìíûìè ìàòðè÷íûìè ïàðàìè òðåáó-
åòñÿ ïðîâåäåíèå ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ â ðåàëüíîì âðåìåíè. Îäíèì èç
èçâåñòíûõ ìåòîäîâ, îáåñïå÷èâàþùèõ ñõîäèìîñòü ïðè ñèíãóëÿðíîì ðàçëîæå-
íèè, ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ßêîáè [12], êîòîðûé èìååò êâàäðàòè÷íóþ ñõîäèìîñòü.
Ýòîò ìåòîä ÿâëÿåòñÿ áîëåå òî÷íûì, ÷åì èçâåñòíûå àëãîðèòìû íà îñíîâå QR-
ðàçëîæåíèÿ. Äëÿ SVD èñïîëüçóåòñÿ äâóñòîðîííåå ïëîñêîå âðàùåíèå ßêîáè.
Ëåâîñòîðîííåå âðàùåíèå ßêîáè âëèÿåò òîëüêî íà ýëåìåíòû â íóæíûõ ñòîëá-
öàõ, à ïðàâîñòîðîííåå âðàùåíèå � òîëüêî íà ýëåìåíòû â ñîîòâåòñòâóþùèõ
ñòðîêàõ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ìàòðè÷íûõ ïàð ðàçìåðîì N ìîãóò ðåøàòüñÿ
ïàðàëëåëüíî N/2 ïîäçàäà÷. Îäíàêî ïðè ðàáîòå ñ î÷åíü áîëüøèìè ìàòðè÷-
íûìè ïó÷êàìè äîñòèæåíèå áûñòðîé ñõîäèìîñòè ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé çàäà÷åé
äàæå ïðè èñïîëüçîâàíèè öèêëè÷íîé âåðñèè äàííîãî àëãîðèòìà. Äëÿ ïëîõî
îáóñëîâëåííûõ ÑËÀÓ èñïîëüçóåòñÿ óñå÷¼ííàÿ âåðñèÿ SVD-àëãîðèòìà äëÿ
ðåøåíèÿ ïðèâåä¼ííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ñ ìàòðèöåé, êîòîðàÿ èìååò ìåíü-
øåå ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè.
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Ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ

Ðàñ÷¼òû äëÿ ìàòðèö ìàëîãî è ñðåäíåãî ðàçìåðà ïðîâîäèëèñü â ñðåäå
MATLAB (R2019a). Ïîñêîëüêó òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è íåèçâåñòíî, èòåðàöè-
îííûå ìåòîäû áûëè ïðîòåñòèðîâàíû ïåðâîíà÷àëüíî íà äèàãîíàëüíîé ìàò-
ðèöå 1000× 1000 .

Ìû òàêæå ñðàâíèâàåì ïðèáëèæ¼ííî âû÷èñëåííûå ñîáñòâåííûå ïàðû ñ
ñîîòâåòñòâóþùèìè, ïîëó÷åííûìè âñòðîåííûì ðåøàòåëåì EIGS.m ïàêåòà
MATLAB. Íà÷àëüíûé âåêòîð áåð¼òñÿ ðàâíûì x0 = [1, 1, ..., 1]T íóæíîãî
ðàçìåðà, òàê ÷òî xT0Bx0 = 1 è x0 ÿâëÿåòñÿ B -îðòîãîíàëüíûì ìíîæåñòâó
ðàíåå âû÷èñëåííûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ. Âñå èòåðàöèè îñòàíàâëèâàëèñü,
êîãäà ∥resk∥2 < ε , ãäå resk � âåêòîð íåâÿçêè íà k -èòåðàöèè, ε = 10−8 .

Ñëåäóåò îòìåòèòü äâå îñîáåííîñòè èñïîëüçîâàííûõ âàðèàöèîííûõ ìåòî-
äîâ ïðè ðåøåíèè (2). Âî-ïåðâûõ, âñå ìåòîäû áåç òðóäà íàõîäÿò êðàòíûå
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Âî-âòîðûõ, îíè íàõîäÿò ñîáñòâåííûå ÷èñëà, ñêîíöåí-
òðèðîâàííûå â êëàñòåðàõ ìàëîãî ðàçìåðà (∼ 10−5 ), óâåëè÷èâàÿ ïðè ýòîì
âû÷èñëèòåëüíîå âðåìÿ íà 25% ïðèáëèçèòåëüíî. Âñå ðàññìîòðåííûå ìåòî-
äû CG-òèïà îïåðåæàþò ìåòîä Ëàíöîøà ñî ñäâèãîì è îáðàùåíèåì, êîãäà
èùåòñÿ íåáîëüøîå ÷èñëî ñîáñòâåííûõ ïàð. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, î÷åâèäíûì
ïðåèìóùåñòâîì ìåòîäà Ëàíöîøà ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü íàõîäèòü ñîáñòâåí-
íûå çíà÷åíèÿ â ñåðåäèíå ñïåêòðà íà çàäàííîì èíòåðâàëå èëè âîçëå çàðàíåå
çàäàííîãî ñäâèãà. Îäíàêî, ïðè èñïîëüçîâàíèè ïîñëåäíåãî ìåòîäà ÷àñòü ñîá-
ñòâåííûõ ïàð ìîæåò áûòü ïîòåðÿíà, êîãäà ñõîäèìîñòü âíåøíèõ èòåðàöèé
óæå äîñòèãíóòà.

Ïðè ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè ìåòîäîâ áûëà ïðåäóñìîòðåíà âû÷èñëè-
òåëüíàÿ âåòâü äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ìàòðè÷íàÿ ïàðà (A,B) îêàçûâàåòñÿ
ñèíãóëÿðíîé. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîèçâîäèòñÿ èñ÷åðïûâàíèå îáùåãî íóëü-
ïðîñòðàíñòâà ìàòðèö ïó÷êà ïîñðåäñòâîì ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ. Êîð-
ðåêòíîñòü ïðîâåäåííûõ âû÷èñëåíèé ïðîâåðÿåòñÿ ñðàâíåíèåì ñ ðåçóëüòàòà-
ìè, ïîëó÷åííûìè âñòðîåííîé MATLAB-ïðîöåäóðîé SVD.m. Ïîñëå ýòîãî ñîá-
ñòâåííûå ÷èñëà ðàñ÷¼òíîãî ïó÷êà íàõîäÿòñÿ ðåøåíèåì ñòàíäàðòíîé ïðîáëå-
ìû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ïðè íàëè÷èè ó ïàðû êðàòíûõ
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñòðóêòóðà ïó÷êà ïîçâîëÿåò ñòðîèòü äëÿ ðåøåíèÿ ïðî-
áëåìû (2) ýôôåêòèâíûå ïàðàëëåëüíûå âû÷èñëèòåëüíûå ñõåìû.

Ïðåäñòàâëåííûå â ðàáîòå ìåòîäû ïðèìåíÿëèñü äëÿ ðåøåíèÿ òåñòîâûõ çà-
äà÷ ñ ýëåêòðîóïðóãèìè ìàòåðèàëàìè. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäèëèñü
ñ ìàòðèöàìè æåñòêîñòè è ìàññ, ïîëó÷åííûìè íà îñíîâå êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ
ñåòîê äâóõ âèäîâ: ñ ÷åòûðåõóãîëüíûìè ëèíåéíûìè ýëåìåíòàìè â ôîðìå òåò-
ðàýäðà è ñ âîñüìèóãîëüíûìè ëèíåéíûìè ýëåìåíòàìè â ôîðìå ãåêñàýäðà.

Ïðèìåíÿëèñü ðàçëè÷íûå ôîðìàòû õðàíåíèÿ ðàçðåæåííûõ ìàòðèö è àë-
ãîðèòìû ïåðåíóìåðàöèè íåèçâåñòíûõ, ÷òî, â îòäåëüíûõ ñëó÷àÿõ, ïðèâåëî ê
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ñîêðàùåíèþ âðåìåíè âû÷èñëåíèé íà 20-30%. Ðàçìåð òåñòîâûõ ìàòðèö âàðüè-
ðîâàëñÿ îò 2 äî 200 òûñÿ÷ ñòðîê. Ìàòðèöû ìåíüøåãî ðàçìåðà èñïîëüçîâàëèñü
äëÿ îòëàäêè àëãîðèòìà, à ìàòðèöû áîëüøåãî � äëÿ àíàëèçà îãðàíè÷åíèé ñó-
ùåñòâóþùèõ ïðîãðàììíûõ ðåøåíèé è ñîáñòâåííûõ ðåàëèçàöèé.

Èòîãîâàÿ ðåàëèçàöèÿ ïðèãîäíà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ìîäàëüíîãî àíàëèçà
äëÿ ýëåêòðîóïðóãèõ òåë ñ ìîäåëÿìè ñðåäíåãî ðàçìåðà � äî íåñêîëüêèõ ñîòåí
òûñÿ÷ ýëåìåíòîâ. Ïåðåõîä ê èñïîëüçîâàíèþ òåõíîëîãèè AMG íà ãðàôè÷å-
ñêèõ ïðîöåññîðàõ ïîçâîëèò ïåðåéòè ê ìàòðèöàì ðàçìåðíîñòè 106 è âûøå.
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Èíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé

ãåîôèçèêè ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

Ââåäåíèå

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ êðàåâûõ
çàäà÷ ñ ýëëèïòè÷åñêèì îïåðàòîðîì äëÿ äâóìåðíûõ îáëàñòåé ñ èñïîëüçîâà-
íèåì ìåòîäà äåêîìïîçèöèè. Öåíòðàëüíûì ýëåìåíòîì ìåòîäîâ äåêîìïîçèöèè
îáëàñòè ÿâëÿåòñÿ ïðîöåäóðà ñîãëàñîâàíèÿ ("ñøèâêè") ðåøåíèé, ïîëó÷åííûõ
â ñìåæíûõ ïîäîáëàñòÿõ. Äëÿ ýòîãî íà ãðàíèöå ñîïðÿæåíèÿ ïîäîáëàñòåé, íà-
çûâàåìîé èíòåðôåéñîì, ââîäèòñÿ óðàâíåíèå Ïóàíêàðå�Ñòåêëîâà. Êîðåííûì
îòëè÷èåì ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà îò èçâåñòíûõ ìåòîäîâ äåêîìïîçèöèè îáëà-
ñòè [1-2] ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèÿ
Ïóàíêàðå�Ñòåêëîâà íåïîñðåäñòâåííî äëÿ ïðîâåäåíèÿ âíåøíåãî èòåðàöèîí-
íîãî ïðîöåññà íà èíòåðôåéñå, êîòîðûé, â ñâîþ î÷åðåäü, îïðåäåëÿåò èòåðàöèè
ïî ïîäîáëàñòÿì.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ â ïîäîáëàñòÿõ íà êàæäîé âíåøíåé èòåðàöèè ïðîâî-
äÿòñÿ âíóòðåííèå èòåðàöèè. Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ýêñïåðèìåí-
òàëüíîå èññëåäîâàíèå íîâîãî ïîäõîäà ê îðãàíèçàöèè âíóòðåííèõ èòåðàöèé,
íàçâàííîãî ìåòîäîì ïðîñòîé èòåðàöèè ñ îäíîêðàòíûì ïðîõîäîì. Ýòîò ìå-
òîä îñíîâàí íà ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî íà íà÷àëüíûõ ýòàïàõ âíåøíèõ èòåðàöèé
ïðèáëèæåíèÿ íà èíòåðôåéñå åùå äàëåêè îò òî÷íîãî ðåøåíèÿ, è ïîýòîìó íåò
íåîáõîäèìîñòè äîáèâàòüñÿ ïîëíîé ñõîäèìîñòè âíóòðåííèõ èòåðàöèé. Âìå-
ñòî ýòîãî ïðåäëàãàåòñÿ âûïîëíÿòü ôèêñèðîâàííîå ìàëîå ÷èñëî âíóòðåííèõ
èòåðàöèé, ÷òî ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî ñîêðàòèòü âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàìêíóòàÿ îáëàñòü Ḡ = G∪Γ ñ ãðàíèöåé Γ . Íåîáõîäèìî
íàéòè ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è:

∆φ = f â îáëàñòè G, lφ = g íà ãðàíèöå Γ, (1)

ãäå ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà, l � îïåðàòîð ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, φ � èñêî-
ìàÿ ôóíêöèÿ, f, g � çàäàííûå ôóíêöèè êîîðäèíàò (x, y) . Ðàññìàòðèâàþòñÿ
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ Äèðèõëå è Íåéìàíà.
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Ìåòîä äåêîìïîçèöèè îáëàñòè

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) ñòðîèòñÿ êâàçèñòðóêòóðèðîâàííàÿ ñåòêà, ñîñòî-
ÿùàÿ èç ìàêðîñåòêè Ωh , îñóùåñòâëÿþùàÿ äåêîìïîçèöèþ Ḡ íà íåïåðåñå-
êàþùèåñÿ è ïîäîáëàñòè, è ïîäñåòêè. Íà ãðàíèöå ñîïðÿæåíèÿ ïîäîáëàñòåé
ñïðàâåäëèâî óðàâíåíèå Ïóàíêàðå�Ñòåêëîâà:(

∂φ(ψ)

∂n⃗

)(+)

γ

+

(
∂φ(ψ)

∂n⃗

)(−)

γ

= 0 (2)

ãäå ψ � ñëåä ôóíêöèè φ íà γ , n⃗ � âíóòðåííÿÿ íîðìàëü ê γ â êàæäîé ïîäîá-
ëàñòè, èíäåêñû +,− óêàçûâàþò íà ïðèíàäëåæíîñòü îáúåêòó ðàçíûõ ñòîðîí
èíòåðôåéñà. Äèñêðåòèçàöèÿ ïîäçàäà÷ ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ïðèáëèæåííîé
çàäà÷è íà ïîäñåòêàõ êâàçèñòðóêòóðèðîâàííîé ñåòêè [3]:

∆hu = fh, lhu|Γ = 0, u|γ = v.

ãäå ∆h , lh � ïðèáëèæåííûå íà èíòåðôåéñå îïåðàòîðû Ëàïëàñà è ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé, v , u � ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèé φ , ψ . Îñíîâíîé ïðîáëå-
ìîé ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëåíèå ôóíêöèè v íà èíòåðôåéñå.

Èòåðàöèîííûå ìåòîäû íà èíòåðôåéñå

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè v èñïîëüçóåì ðàçíîñòíûå àíàëîãè íîðìàëüíûõ
ïðîèçâîäíûõ â óðàâíåíèè (2): (

∂φ

∂n⃗

)
γ

≈ dhu,

{(dhu)(+)
i + (dhu)

(−)
i } = 0, i = 1, . . . , Nγ, (3)

ãäå dh � ëèíåéíûé îïåðàòîð, îïðåäåëÿþùèé êîíêðåòíóþ ñõåìó, ñîãëàñîâàí-
íóþ ïî ïîðÿäêó òî÷íîñòè ñ ïîðÿäêîì ðåøåíèÿ ïðèáëèæåííûõ çàäà÷, Nγ �
÷èñëî óçëîâ ïîäñåòêè íà γ .

Ìåòîä ïðîñòîé èòåðàöèè ñ îäíîêðàòíûì ïðîõîäîì

Èñïîëüçóåì òðåõòî÷å÷íûå ñõåìû âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ àïïðîêñèìàöèè
íîðìàëüíûõ ïðîèçâîäíûõ â óðàâíåíèè (3) íà n-îé èòåðàöèè:

(d
(+)
h u)ni =

3uni − 4uni+1 + uni+2

2h+
, (d

(−)
h u)ni =

−3uni + 4uni−1 − uni−2

2h−
.
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Òîãäà ïðè óñëîâèè h− = h+ ìåòîä ïðîñòîé èòåðàöèè áóäåò îïðåäåëÿòñÿ êàê:

un+1
i =

4uni+1 + 4uni−1 − uni+2 − uni−2

6
, i = 1, . . . , Nγ.

Äëÿ ìåòîäà îäíîêðàòíîãî ïðîõîäà âûïîëíÿåòñÿ ôèêñèðîâàííîå ìàëîå
÷èñëî âíóòðåííèõ èòåðàöèé (â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíà èòåðàöèÿ).

×èñëåííûå ðàñ÷¼òû è àíàëèç

Òåñòîâàÿ çàäà÷à

Äëÿ òåñòèðîâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â
îáëàñòè G = [0.3, 0.7]× [0, 0.4] ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè:

∆φ = 0 â îáëàñòè G, φ = g íà ãðàíèöå Γ,

ãäå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ:

φ(r) =
ln
(
rR2

R2
1

)
ln
(
R2

R1

) , φ(R1) = 1, φ(R2) = 2, R1 = 0.1, R2 = 1.

Èñêîìàÿ îáëàñòü äåêîìïîçèðóåòñÿ íà ðàâíûå ìàêðîñåòêè, à ìàêðîñåòêè
â ñâîþ î÷åðåäü äåêîìïîçèðóþòñÿ íà ðàâíûå ïîäñåòêè. Èñïîëüçóþòñÿ ìàêðî-
ñåòêè 2× 2 è 4× 4 , ïîäñåòêè ðàçìåðà 2k + 2 , k = 3, . . . , 7 .

Ñðàâíåíèå ìåòîäîâ

Êðèòåðèè ñðàâíåíèÿ: òî÷íîñòü ðåøåíèÿ, âðåìÿ âû÷èñëåíèé è êîëè÷åñòâî
èòåðàöèé. Òàáëèöà 1, ãäå Q0 (L0 ) � îòíîøåíèå âðåìåíè (êîëè÷åñòâà èòåðà-
öèé) ìíîæåñòâåííîãî çàïóñêà ê îäíîêðàòíîìó, à Nm (Ns ) � ðàçìåð ìàêðî-
ñåòêè(ïîäñåòêè), ïîêàçûâàåò ýôôåêòèâíîñòü îäíîêðàòíîãî ïðîõîäà ïî îòíî-
øåíèþ ê çàïóñêó äî ñõîäèìîñòè.

Îøèáêè â îáîèõ ïîäõîäàõ ñîîòâåòñòâóþò âòîðîìó ïîðÿäêó òî÷íîñòè
O(h2) . Âûèãðûø îäíîêðàòíîãî ïðîõîäà ïî îòíîøåíèþ ê ìíîãîêðàòíîìó íà
ìàêðîñåòêå 2x2 ñîñòàâëÿåò 131 ðàç, íà ìàêðîñåòêå 4x4 � 91 ðàç. Íåñìîòðÿ íà
ïðîãðûø ïî èòåðàöèÿì. Ñîîòâåòñòâåííî 0.64, 0.53.
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Nm Ns Q0 L0

2 10 8,4 0,67
2 18 19,1 0,63
2 34 29,7 0,63
2 66 58,5 0,63
2 130 128,5 0,63
4 10 5,2 0,59
4 18 11,5 0,54
4 34 20,3 0,53
4 66 42,2 0,53
4 130 89 0,53

Òàáëèöà 1: Ñðàâíåíèå ìåòîäà ïðîñòîé èòåðàöèè ñ îäíîêðàòíûì ïðîõîäîì è
çàïóñêîì äî ñõîäèìîñòè

Çàêëþ÷åíèå

Èññëåäîâàí íîâûé ïîäõîä ê îðãàíèçàöèè âíóòðåííèõ èòåðàöèé, íàçâàí-
íîãî ìåòîäîì ïðîñòîé èòåðàöèè ñ îäíîêðàòíûì ïðîõîäîì, äëÿ ðåøåíèÿ êðà-
åâûõ çàäà÷ íà èíòåðôåéñå ïðè äåêîìïîçèöèè 2D îáëàñòåé. Ïîêàçàíî, ÷òî
äàííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò ñîõðàíèòü òî÷íîñòü ðåøåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà, çíà-
÷èòåëüíî ñîêðàùÿÿ âðåìÿ âû÷èñëåíèé, íî óâåëè÷èâàÿ ÷èñëî èòåðàöèé. Ìå-
òîä èìååò ïåðñïåêòèâû äëÿ ïàðàëëåëüíîé ðåàëèçàöèè è ïðèìåíåíèÿ â áîëåå
ñëîæíûõ êîíôèãóðàöèÿõ ðàñ÷åòíûõ îáëàñòåé.
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Ïåíåíêî À.Â.
Èíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé

ãåîôèçèêè ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

Ââåäåíèå

Öèôðîâîé äâîéíèê ãîðîäñêîé àòìîñôåðû � ýòî ñèñòåìà, îáúåäèíÿþùàÿ
îöåíêó êà÷åñòâà âîçäóõà, ïðîãíîçèðîâàíèå, óïðàâëåíèå è îïòèìèçàöèþ [1].
Òåõíîëîãèÿ öèôðîâûõ äâîéíèêîâ âêëþ÷àåò â ñåáÿ âçàèìîñâÿçàííûå ìàòå-
ìàòè÷åñêèå ìîäåëè ïðîòîòèïà, àëãîðèòìû óñâîåíèÿ äàííûõ äëÿ óòî÷íåíèÿ
ïàðàìåòðîâ ìîäåëè ïî äàííûì èçìåðåíèé è àëãîðèòìû îïòèìàëüíîãî óïðàâ-
ëåíèÿ äëÿ ãåíåðàöèè óïðàâëåíèé ïðîòîòèïîì íà îñíîâå óòî÷íåííûõ ìîäåëåé.
Öåëü ðàáîòû � ïðåäñòàâèòü ïîäñèñòåìó óñâîåíèÿ äàííûõ öèôðîâîãî äâîéíè-
êà ãîðîäñêîé àòìîñôåðû è ïðåäâàðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû åå àïðîáàöèè äëÿ
Íîâîñèáèðñêîé ãîðîäñêîé àãëîìåðàöèè. Â íàøèõ èññëåäîâàíèÿõ, ñâÿçàííûõ
ñ öèôðîâûìè äâîéíèêàìè, ìû îáðàùàåì âíèìàíèå íà õèìè÷åñêèé àñïåêò
êà÷åñòâà âîçäóõà. Ïðåäñòàâëåíî ðàçâèòèå àëãîðèòìà èç [2], ïðèìåíåííîãî ê
ãîðîäñêîìó ñöåíàðèþ.

I Ïîñòàíîâêà çàäà÷

Ðàññìàòðèâàþòñÿ äâå ìîäåëè õèìèè àòìîñôåðû: ¾áàçîâàÿ¿ èñïîëüçóåòñÿ
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ óñâîåíèÿ äàííûõ, à ¾ýòàëîííàÿ¿ � äëÿ ïîëó÷åíèÿ ìåòåî-
ðîëîãè÷åñêèõ äàííûõ, íåîáõîäèìûõ äëÿ çàäàíèÿ ïàðàìåòðîâ áàçîâîé ìîäåëè
è äëÿ ãåíåðàöèè ñèíòåòè÷åñêèõ äàííûõ ìîíèòîðèíãà êà÷åñòâà âîçäóõà, íåîá-
õîäèìûõ äëÿ îöåíêè ýôôåêòèâíîñòè ñèñòåìû óñâîåíèÿ.

Áàçîâàÿ ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåñòàöèîíàðíóþ ìîäåëü, îïèñûâà-
þùóþ ðàñïðîñòðàíåíèå Nc ( l = 1, . . . , Nc ) ðåàãèðóþùèõ õèìè÷åñêèõ âå-
ùåñòâ â àòìîñôåðå. Ìîäåëü ðàññìàòðèâàåòñÿ â îáëàñòè ΩT = Ω× (0, T ) , ãäå
Ω = [0, X]× [0, Y ]× [0, Z] ⊂ R3 , T > 0 .

dφ

dt
+ A[v](φ) = f + r, (x, t) ∈ ΩT , (1)

φ = φ0, (x, t) ∈ Ω× {0}, (2)

1Èññëåäîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà è Ïðàâèòåëüñòâà Íîâîñèáèð-
ñêîé îáëàñòè � 25-11-20061, https://rscf.ru/project/25-11-20061/.
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ãäå ôóíêöèÿ ñîñòîÿíèÿ φ = {φl(x, t)}Nc

l=1 è φl(x, t) � êîíöåíòðàöèÿ l -ãî
âåùåñòâà â òî÷êå (x, t) ∈ ΩT , A[v] � îïåðàòîð àäâåêöèè-äèôôóçèè-ðåàêöèè
ñ ïàðàìåòðàìè v , φ0(x) � íà÷àëüíîå óñëîâèå, f(x, t) � àïðèîíàÿ ôóíêöèÿ
èñòî÷íèêîâ.

Ïàðàìåòðû ìîäåëè äåëÿòñÿ íà ¾çàäííûå¿ v è ¾ôóíêöèè íåîïðåäåëåííî-
ñòè¿ q , ïðèíàäëåæàùèå íåêîòîðîìó íàáîðó äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïàðàìåò-
ðîâ Q .Â äàííîé ðàáîòå ôóíêöèÿìè íåîïðåäåëåííîñòè ÿâëÿþòñÿ íåèçâåñò-
íûå èñòî÷íèêè çàãðÿçíåíèÿ q = r . Ðåøåíèå çàäà÷è (1)-(2) äëÿ çàäàííûõ v
è q ∈ Q îáîçíà÷èì φ [q] .

Óñâàèâàþòñÿ òî÷å÷íûå èçìåðåíèÿ, ïîëó÷åííûå íà ñòàöèîíàðíûõ ïîñòàõ
ìîíèòîðèíãà. Â îáðàòíîé çàäà÷å íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ íåîïðåäåëåííîñòè
q(∗) ∈ Q äîëæíà áûòü îïðåäåëåíà ïî ¾äàííûì èçìåðåíèé¿ φ(∗) = φ

[
q(∗)] :

I(m) = φ
(∗)
l(m)(x

(m), t(m)),
(
x(m), t(m), l(m)

)
∈ ΩT × Lmeas, m = 1, . . . ,M, (3)

â îïðåäåëåííûå ìîìåíòû âðåìåíè t(m) , â îïðåäåëåííûõ òî÷êàõ x(m) è â îïðå-
äåëåííîì âåùåñòâå l(m) ∈ Lmeas ⊂ L = {1, . . . , Nc} .

Ðàçäåëèì âðåìåííîé èíòåðâàë [0, T ] íà NW ðàâíûõ íåïåðåñåêàþùèõ-
ñÿ îêîí óñâîåíèÿ [θj, θj+1] , j = 0, . . . , NW , ãäå θ0 = 0 è θNW = T . Â
êàæäîì îêíå óñâîåíèÿ ñòàâèòñÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à äëÿ äàííûõ íàáëþäåíèé
{I(m) : t(m) ∈ [θj, θj+1]} , ïîïàäàþùèõ â ýòî îêíî. Èç ýòèõ äàííûõ íåîáõî-
äèìî îïðåäåëèòü ôóíêöèþ íåîïðåäåëåííîñòè q(∗) . Ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííûå â
ïðåäûäóùèõ îêíàõ, ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â ñëåäóþùèõ îêíàõ. Çàäà÷à
óñâîåíèÿ äàííûõ - ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñâÿçàííûõ îáðàòíûõ çàäà÷.

II Ìåòîäû

Àëãîðèòì óñâîåíèÿ äàííûõ ñîñòîèò èç äâóõ îñíîâíûõ êîìïîíåíòîâ: àëãî-
ðèòì ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è â îêíå óñâîåíèÿ è àëãîðèòì ïðåîáðàçîâàíèÿ
ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííîãî â ïðåäûäóùåì îêíå óñâîåíèÿ, â àïðèîðíóþ èíôîðìà-
öèþ äëÿ ñëåäóþùèõ îêíàõ. Â íàøåì ñëó÷àå ðåçóëüòàò âîññòàíîâëåíèÿ ôóíê-
öèè íåîïðåäåëåííîñòè â ïðåäûäóùåì îêíå èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå ïåðâîãî
ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ñëåäóþùåãî îêíà.

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è èñïîëüçóåò êâàçèëèíåéíîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå îáðàòíîé çàäà÷è [2]. Åñëè q(∗) ÿâëÿåòñÿ ¾èñòèííûì¿ ðåøåíèåì çàäà÷è
èäåíòèôèêàöèè èñòî÷íèêà, òî I � ýòî ñîîòâåòñòâóþùèå äàííûå èçìåðåíèé,
àãðåãèðîâàííûå â âèäå ôóíêöèè ñîñòîÿíèÿ, à δI � ýòî åãî âîçìóùåíèå (ò.å.
øóì èçìåðåíèÿ), òîãäà äëÿ ëþáûõ U è q âûïîëíÿåòñÿ:

MU

[
q(∗),q

] (
q(∗) − q

)
= HUI +HUδI −HUφ [q] , (4)
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ãäå

MU

[
q(2),q(1)

]
z =

Ξ∑
ξ=1

〈
S[q(2),q(1);h(ξ)], z

〉
LNc
2 (Ω)

e(ξ), (5)

HUφ =
Ξ∑

ξ=1

〈
h(ξ),φ

〉
LNc
2 (ΩT )

e(ξ). (6)

Çäåñü e(ξ) � ξ -é ýëåìåíò êàíîíè÷åñêîãî áàçèñà â RΞ , U =
{
h(ξ)
}Ξ
ξ=1

� íàáîð

ïðîåêöèîííûõ ôóíêöèé è ôóíêöèè ÷óâñòâèòåëüíîñòè S[q(2),q(1);h] òàêîâû,
÷òî äëÿ ëþáîãî q(k) ∈ Q , k = 1, 2 ,〈

S[q(2),q(1);h],q(2) − q(1)
〉
LNc
2 (Ω)

=
〈
h,φ[q(2)]−φ[q(1)]

〉
LNc
2 (ΩT )

. (7)

Ôóíêöèÿ S[q(2),q(1);h] îïðåäåëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñîïðÿæåííîé çàäà÷è äëÿ

ïðîåêöèîííîé ôóíêöèè h . Ïðîåêöèîííàÿ ñèñòåìà U =
{
h(ξ)
}Ξ
ξ=1

ñ ôóíê-
öèÿìè

h(m) = δ(x− x(m))δ(y − y(m))δ(z − z(m))δ(t− t(m))δ(l − l(m)),

ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ äàííûõ èçìåðåíèé â âèäå ñêàëÿð-
íîãî ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèè ñîñòîÿíèÿ ìîäåëè â ôîðìàòå (6). Óðàâíåíèå (4)
ðåøàåòñÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ q(∗) . Ïîñêîëüêó ñîâðåìåííûå ñòàíöèè ìîíèòîðèí-
ãà ìîãóò ïðîèçâîäèòü ÷àñòûå èçìåðåíèÿ ðàçëè÷íîé öåííîñòè ìû îáúåäèíÿåì
èçìåðåíèÿ â àãðåãàòû, ÷òîáû óìåíüøèòü øóì èçìåðåíèé è êîíòðîëèðîâàòü
ðàçìåðíîñòü ðåçóëüòèðóþùåãî îïåðàòîðà ÷óâñòâèòåëüíîñòè. ×èñëåííóþ ðå-
àëèçàöèþ àëãîðèòìîâ ìû íàçûâàåì ñèñòåìîé IMDAF (Inverse Modeling Data
Assimilation Framework).

Ïàðàìåòðû (1)-(2) çàäàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ìîäåëè WRF-Chem âåðñèè 4.2.1
[3] ñ äâóìÿ âëîæåííûìè äîìåíàìè, âêëþ÷àþùèìè ãîðîä Íîâîñèáèðñê è
ïðèëåãàþùóþ òåððèòîðèþ. IMDAF ðàáîòàåò âî âëîæåííîì äîìåíå. Ãîðèçîí-
òàëüíûå øàãè ñîñòàâëÿþò 1000 ìåòðîâ, ãîðèçîíòàëüíàÿ ñåòêà � 76×91 óçëîâ.
Ïî âåðòèêàëè çàäàíû 33 óðîâíÿ, à íèæíèé âåðòèêàëüíûé óðîâåíü íàõîäèëñÿ
íà âûñîòå 50 ì íàä ïîâåðõíîñòüþ. Â êà÷åñòâå ìîäåëè òðàíñôîðìàöèè âûáðàí
õèìè÷åñêèé ìåõàíèçì RADM2 ñ äèíàìèêîé àýðîçîëåé MADE/SORGAM.

Ñîâðåìåííûå ãîðîäà, âêëþ÷àÿ Íîâîñèáèðñê, âíåäðÿþò ðåøåíèÿ äëÿ óì-
íîãî ãîðîäà, ïîçâîëÿþùèå ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè îòñëåæèâàòü èñòî÷íèêè
âûáðîñîâ. Â ñâÿçè ñ ýòèì âàæíî âíåäðÿòü ðåàëèñòè÷íûå ãåíåðàòîðû àïðè-
îðíûõ èñòî÷íèêîâ, ñïîñîáíûå âîñïðîèçâîäèòü äîñòóïíûå äàííûå ÃÈÑ. Â
íàøåì ãåíåðàòîðå ìû çàãðóæàåì ãðàô óëèö èç ñåðâèñà OpenStreetMaps. Ïî
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ðåáðàì ãðàôà ñòàòèñòè÷åñêè îöåíèâàåòñÿ êîëè÷åñòâî àâòîìîáèëåé ðàçëè÷-
íûõ òèïîâ, èõ ñêîðîñòü è óñêîðåíèå è, ñëåäîâàòåëüíî, âûáðîñû, èñïîëüçóÿ
ïðîôèëè âûáðîñîâ òðàíñïîðòíûõ ñðåäñòâ. Ñãåíåðèðîâàííûå àãðåãèðîâàí-
íûå èñòî÷íèêè (ðèñóíîê 1 (a)) çàòåì ñîõðàíÿþòñÿ âî âõîäíîì ôàéëå èñòî÷-
íèêà àíòðîïîãåííûõ âûáðîñîâ ìîäåëè WRF-Chem.

(a) (b) (c)

Ðèñ. 1: Ñãåíåðèðîâàííûé ¾èñòèííûé¿ èñòî÷íèê âûáðîñîâ NO (a).
Ñðàâíåíèå ðåøåíèÿ WRF-Chem (b) ñ ðåøåíèåì IMDAF (c) äëÿ
"íàáëþäàåìîãî"NO2 ïðè t = 0.75T .

Ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è äëÿ ìîäåëè WRF-Chem çàíèìàåò ïðèáëèçèòåëü-
íî 3,5 ÷àñà. Òàê êàê àëãîðèòìû ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è è àëãîðèòìû óñâîå-
íèÿ äàííûõ ýêâèâàëåíòíû ñîòíÿì ðåøåíèé ïðÿìîé çàäà÷è, òî ìîäåëü äîëæ-
íà áûòü óïðîùåíà, ÷òîáû ðàáîòàòü â ðåàëüíîì âðåìåíè. Ïîýòîìó IMDAF
èñïîëüçóåò áîëåå ïðîñòûå ÷èñëåííûå ñõåìû, áîëåå ïðîñòîé ìåõàíèçì òðàíñ-
ôîðìàöèé è áîëåå ãðóáóþ ñåòêó. Ñ ó÷åòîì ýòèõ óïðîùåíèé ðåøåíèå ïðÿìîé
çàäà÷è çàíèìàåò ïðèìåðíî 26 ñåêóíä. Ðåøåíèå çàäà÷è óñâîåíèÿ äàííûõ çà-
íèìàåò ïðèìåðíî 3,7 ÷àñà.

Íà ðèñóíêå 1 (b),(c) ïðåäñòàâëåíî ñðàâíåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåøåíèé
ïðÿìûõ ðåøåíèé çàäà÷ äëÿ ìîäåëåé WRF-Chem è IMDAF. Â ñöåíàðèÿõ îá-
ðàòíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ èñòî÷íèêè âûáðîñîâ, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ãåíå-
ðàòîðà è ñîîòâåòñòâóþùèå ïîëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ êîíöåíàòðöèé WRF-Chem,
ðàññìàòðèâàëèñü êàê ¾èñòèííûå¿.

III Ðåçóëüòàòû

Äëÿ îöåíêè ýôôåêòèâíîñòè ñèñòåìû óñâîåíèÿ äàííûõ ðàññìàòðèâàåòñÿ
ñöåíàðèé ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ 24 ÷àñà, íà÷èíàþùèéñÿ â 00:00 01.05.2024
(T = 24 × 3600). Äëèíà îêíà óñâîåíèÿ ðàâíà 2 × 3600 . Ðàñïðåäåëåííûå
èñòî÷íèêè âûáðîñîâ ðåêîíñòðóèðóþòñÿ êàê ñòàöèîíàðíûå â ïðåäåëàõ îêíà
óñâîåíèÿ è âûáðàñûâàþò òîëüêî NO2 (¾èñòèííûé¿ èñòî÷íèê â ìîäåëèWRF-
Chem âûáðàñûâàåò NO ). Øåñòü ñòàíöèé ìîíèòîðèíãà, îòìå÷åííûõ áåëûìè
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êðóãàìè íà ðèñóíêå 1(d), ¾èçìåðÿþò¿ êîíöåíòðàöèþ NO2 êàæäûå 20 ìèíóò
ìîäåëüíîãî âðåìåíè. ×òîáû îöåíèòü ïðåäñêàçàòåëüíóþ ñïîñîáíîñòü ñèñòå-
ìû óñâîåíèÿ äàííûõ, ìû ðàññìîòðåëè ýêñïåðèìåíò, â êîòîðîì äàííûå çà
[0, 0, 75T ] óñâàèâàþòñÿ (ò.å. ýòî èíòåðâàë îáó÷åíèÿ) à äàííûå çà [0, 75T, T ]
èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïðîâåðêè ðåçóëüòàòîâ (ò.å. ýòî èíòåðâàë òåñòèðîâàíèÿ).
Êîíöåíòðàöèé íà ïîñòàõ ïðåäñòàâëåíà íà ðèñóíêå 2 (ñ),(d).

(a) (b) (c)

Ðèñ. 2: Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ IMDAF ñ ñèíòåòè÷åñêèìè äàííûìè íàáëþäå-
íèé WRF-Chem íà äâóõ ïîñòàõ èçìåðåíèé. Äàííûå â èíòåðâàëå [0, 0.75T ]
óñâàèâàþòñÿ (Train Obs, ïóðïóðíûé), à â èíòåðâàëå [0.75T, T ] èñïîëüçóþòñÿ
äëÿ ïðîâåðêè (Valid Obs, ÷åðíûé). Ðåçóëüòàò IMDAF îòìå÷åí ñèíèì öâåòîì
(Rec). Çåëåíûì îáîçíà÷åíî ðåøåíèå áåç óñâîåíèÿ (Init).

IV Çàêëþ÷åíèå

Ïîäñèñòåìà óñâîåíèÿ äàííûõ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç êëþ÷åâûõ ýëåìåíòîâ
òåõíîëîãèè öèôðîâîãî äâîéíèêà ãîðîäñêîé àòìîñôåðû. Ìû ðàññìîòðåëè
òðè âçàèìîñâÿçàííûå ìîäåëè: ìîäåëü èñòî÷íèêà âûáðîñîâ, ìîäåëü WRF-
Chem äëÿ ãåíåðàöèè ìåòåîïàðàìåòðîâ è ñèíòåòè÷åñêèõ äàííûõ èçìåðåíèé,
è ìîäåëü IMDAF, êîòîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ óñâîåíèÿ äàííûõ íàáëþäåíèé.
Óñâîåíèå ðåàëèçîâàíî ñ èñïîëüçîâàíèåì îïåðàòîðîâ ÷óâñòâèòåëüíîñòè è àí-
ñàìáëåé ñîïðÿæåííûõ óðàâíåíèé. Ñèñòåìà ïðîòåñòèðîâàíà â ñöåíàðèè óñâî-
åíèÿ äàííûõ äëÿ ãîðîäà Íîâîñèáèðñêà.

Ëèòåðàòóðà

1. Topping D., Bannan T. J., Coe H., Evans J., Jay C., Murabito E.,
and Robinson N. Digital twins of urban air quality: Opportunities and
challenges //Frontiers in Sustainable Cities. 2021. Vol. 3, P. 786563.



64 "Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ"

2. Penenko A. V., Gochakov A. V., and Antokhin P. N. Data assimilation
algorithm based on the sensitivity operator for a three-dimensional model of
transport and transformation of atmospheric contaminants // Atmospheric
and Oceanic Optics. 2024. Vol. 37, � 6. P. 822�832.

3. Grell G. A., Peckham S. E., Schmitz R., McKeen S. A., Frost G.,
Skamarock W. C., and Eder B. Fully coupled �online� chemistry within
the WRF model,� Atmospheric Environment, vol. 39, � 37, pp. 6957�
6975, dec 2005.



Ïåòðîâ Ì.Í.. . . ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÍÅÊÎÍÔÎÐÌÍÎÃÎ ÌÅÒÎÄÀ. . . 65

ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÍÅÊÎÍÔÎÐÌÍÎÃÎ ÌÅÒÎÄÀ
ÊÎÍÅ×ÍÛÕ ÝËÅÌÅÍÒÎÂ ÄËß ×ÈÑËÅÍÍÎÃÎ
ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈß ÒÐÅÕÌÅÐÍÛÕ ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ
ÏÅÐÅÍÎÑÀ ÏÐÈ ÁÓÐÅÍÈÈ ÂÅÐÒÈÊÀËÜÍÛÕ
ÑÊÂÀÆÈÍ1

Ïåòðîâ Ì.Í.1 , Ìàðêîâ Ñ.È.1,2
1Èíñòèòóò íåôòåãàçîâîé ãåîëîãèè è ãåîôèçèêè ÑÎ ÐÀÍ
2Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò

Â ïðîöåññå âñêðûòèÿ íåôòåíàñûùåíîãî êîëëåêòîðà ñêâàæèíîé, ïðîèñõî-
äÿò èçìåíåíèÿ ãèäðîôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ïëàñòà â ïðèñêâàæèííîé çîíå.
Ýòî ñâÿçàíî ñ ïðîöåññîì èíæåêöèè áóðîâîãî ðàñòâîðà â ïëàñò. Êðîìå òîãî,
â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÷àñòî ïðèìåíÿþòñÿ áóðîâûå ðàñòâîðû íà ãëèíèñòîé îñ-
íîâå, ÷òî ïðèâîäèò ê ôîðìèðîâàíèþ ãëèíèñòîé êîðêè íà ñòåíêå ñêâàæèíû.
Ïîäîáíûå èçìåíåíèÿ ñâîéñòâ è ôàçîâîãî ñîñòàâà â ïðèñêâàæèííîé îáëà-
ñòè ñêàçûâàþòñÿ íà åå ýëåêòðîôèçè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèêàõ. Ïîýòîìó, ÷òî-
áû ýôôåêòèâíî èíòåðïðåòèðîâàòü äàííûå ýëåêòðîìàãíèòíûõ èññëåäîâàíèé
â ñêâàæèíå âàæíî ïðîâîäèòü ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ýòèõ ïðîöåññîâ.

Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíà ÷èñëåííàÿ ìîäåëü ôèëüòðàöèè áóðîâîãî ðàñòâîðà
íà ãëèíèñòîé îñíîâå ñ ó÷åòîì ïðîöåññîâ ìàññîïåðåíîñà è ôîðìèðîâàíèÿ ãëè-
íèñòîé êîðêè. Çàäà÷à ðåøàåòñÿ ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ íà òðåõìåðíîé
òåòðàýäðàëüíîé ñåòêå. Ïðè ýòîì, ïîñêîëüêó èçìåíåíèå íàïîðà ìîæíî îòíå-
ñòè ê ïàðàáîëè÷åñêèì ïðîöåññàì, çäåñü ïðèìåíÿåòñÿ êëàññè÷åñêèé ÌÊÝ.
Îäíàêî äëÿ òîãî ÷òî áû âûïîëíèòü çàêîíû ñîõðàíåíèÿ, ïðèìåíÿþòñÿ ìåòî-
äû, êîòîðûå îáëàäàþò ëîêàëüíîé êîíñåðâàòèâíîñòüþ, îäèí èç âîçìîæíûõ
ïîäõîäîâ � ýòî ðàçðûâíûé ìåòîä Ãàëåðêèíà, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ìîæíî
òî÷íî àïïðîêñèìèðîâàòü çàêîí ñîõðàíåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì çàäà÷à ðåøàåòñÿ
íà êîìáèíàöèè äâóõ ïîäõîäîâ. ×òî òàêæå ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü â äàëü-
íåéøåì ðàçíîðàçìåðíûå ñåòêè, ïîñêîëüêó îñíîâíûå ïðîöåññû ïðîòåêàþò â
íåáîëüøîé îáëàñòè ïðèñêâàæèííîé çîíû è èìååò ñìûñë èñïîëüçîâàòü áî-
ëåå ìåëêóþ ñåòêó, à íåçíà÷èòåëüíûå èçìåíåíèÿ â ãëóáèííîé ÷àñòè ïëàñòà
ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü áîëåå êðóïíûå ýëåìåíòû.

Ïî ðåçóëüòàòàì ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ áûëî âûïîëíåíî ìîäåëèðîâà-
íèå ïðîöåññà èíæåêöèè áóðîâîãî ðàñòâîðà ñ ó÷åòîì îáðàçîâàíèÿ ãëèíèñòîé
êîðêè íà ñòåíêå ñêâàæèíû. Ïîêàçàíî, êàê èçìåíåíèå ñâîéñòâ ïðèñêâàæèí-
íîé çîíû â êà÷åñòâå åå ôàçîâîãî ñîñòàâà âëèÿåò íà åå ýëåêòðè÷åñêèå ñâîé-
ñòâà.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîé àêàäåìèåé íàóê â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî
çàäàíèÿ FWZZ-2022-0030
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ÍÅÊÎÒÎÐÛÅ ÏÎÄÕÎÄÛ Ê ÏÎÂÛØÅÍÈÞ
ÌÎÒÈÂÀÖÈÈ ÑÒÓÄÅÍÒÎÂ Â ÑÎÂÐÅÌÅÍÍÎÌ
ÎÁÙÅÑÒÂÅ
Ïè÷óãèíà Î.À.
Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè, ìåõàíèêè è êîìïüþòåðíûõ íàóê

èì. È. È. Âîðîâè÷à ÞÔÓ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó

Ââåäåíèå

Ñîâðåìåííàÿ îáðàçîâàòåëüíàÿ ñèñòåìà ñòîëêíóëàñü ñ ïàðàäîêñîì: ïðè
áåñïðåöåäåíòíîì äîñòóïå ê èíôîðìàöèè è çíàíèÿì íàáëþäàåòñÿ óñòîé÷èâàÿ
òåíäåíöèÿ ê ñíèæåíèþ âíóòðåííåé ó÷åáíîé ìîòèâàöèè ó ñòóäåíòîâ. Òðàäè-
öèîííûå ìåòîäû ñòèìóëèðîâàíèÿ, îñíîâàííûå íà âíåøíèõ ôàêòîðàõ, îêàçû-
âàþòñÿ ìàëîýôôåêòèâíûìè äëÿ ïîêîëåíèÿ ñîâðåìåííûõ ëþäåé, ñôîðìèðî-
âàâøèõñÿ â óñëîâèÿõ öèôðîâèçàöèè è êëèïîâîãî ìûøëåíèÿ. Àêòóàëüíîñòü
äàííîé ïðîáëåìû îáóñëîâëåíà íåîáõîäèìîñòüþ ïîäãîòîâêè âûñîêîêâàëèôè-
öèðîâàííûõ êàäðîâ, ñïîñîáíûõ ê íåïðåðûâíîìó îáó÷åíèþ è èííîâàöèîííîé
äåÿòåëüíîñòè. Öåëü ñòàòüè � ïðîàíàëèçèðîâàòü ñîâðåìåííûå âûçîâû è ïðåä-
ëîæèòü íåêîòîðûå ïîäõîäû ê ïîâûøåíèþ ìîòèâàöèè ñòóäåíòîâ.

I Òåîðåòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ è àíàëèç ïðîáëåìû

Êëþ÷åâûì óñëîâèåì äîñòèæåíèÿ ó÷åáíûõ ðåçóëüòàòîâ âûñòóïàåò ìîòè-
âàöèîííàÿ ñôåðà ñòóäåíòà. Â ñîâðåìåííîì ïîíèìàíèè, ìîòèâàöèÿ ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ñëîæíóþ ñòðóêòóðó, èíòåãðèðóþùóþ áèîëîãè÷åñêèå è ñîöèàëü-
íûå ïîòðåáíîñòè ëè÷íîñòè, êîòîðûå è çàäàþò åå îáùóþ íàïðàâëåííîñòü. Ñ
òî÷êè çðåíèÿ ïñèõîëîãî-ïåäàãîãè÷åñêîé íàóêè, ïðèíÿòî ðàçëè÷àòü äâà òè-
ïà ìîòèâàöèè: âíåøíþþ è âíóòðåííþþ. Âíåøíÿÿ ìîòèâàöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ
ôàêòîðàìè, íàõîäÿùèìèñÿ çà ïðåäåëàìè èíäèâèäà (îöåíêè, òðåáîâàíèÿ ðî-
äèòåëåé, àêàäåìè÷åñêèå íîðìàòèâû), ÷òî ìîæåò ïîðîæäàòü âíóòðåííèå êîí-
ôëèêòû è îùóùåíèå âûíóæäåííîñòè äåÿòåëüíîñòè. Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü
ýòîìó, âíóòðåííÿÿ ìîòèâàöèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ âûñøåé ïîòðåáíîñòè â ñà-
ìîàêòóàëèçàöèè, èíèöèèðóåò ëè÷íîñòíûé ðîñò è îñòàåòñÿ óñòîé÷èâîé äàæå
ïðè èçìåíåíèè âíåøíèõ îáñòîÿòåëüñòâ, åñëè äåÿòåëüíîñòü ñîãëàñóåòñÿ ñ ýòîé
ôóíäàìåíòàëüíîé ïîòðåáíîñòüþ.

Ñîãëàñíî äðóãîé êëàññèôèêàöèè ó÷åáíûå ìîòèâû áûâàþò ïîçíàâàòåëü-
íûå è ñîöèàëüíûå. Ïîçíàâàòåëüíûå ìîòèâû ñâÿçàíû íåïîñðåäñòâåííî ñ ñî-
äåðæàíèåì è ïðîöåññîì ó÷åáíîé äåÿòåëüíîñòè. Ñòóäåíòû ñ äîìèíèðîâàíèåì
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äàííîé ãðóïïû ìîòèâîâ äåìîíñòðèðóþò âûðàæåííûé èíòåðåñ ê îñâîåíèþ
íîâîé èíôîðìàöèè, ñêëîííîñòü ê ñàìîñòîÿòåëüíîé ïîçíàâàòåëüíîé àêòèâíî-
ñòè è öåëåíàïðàâëåííîìó ñîâåðøåíñòâîâàíèþ ìåòîäîâ ïðèîáðåòåíèÿ çíàíèé.
Ñîöèàëüíûå ìîòèâû îáóñëîâëåíû ïîòðåáíîñòüþ â ìåæëè÷íîñòíîì âçàèìî-
äåéñòâèè. Äàííàÿ êàòåãîðèÿ âêëþ÷àåò: æåëàíèå õîðîøî ïîäãîòîâèòüñÿ ê âû-
áðàííîé ïðîôåññèè; ñòðåìëåíèå ê ïðèîáðåòåíèþ íîâûõ çíàíèé, ÷òîáû áûòü
ïîëåçíûì îêðóæàþùèì. Îñîáóþ ïîäãðóïïó ñîñòàâëÿþò ïîçèöèîííûå ìîòè-
âû, ñâÿçàííûå ñ ïîòðåáíîñòüþ â ñîöèàëüíîì ïðèçíàíèè, ëèäåðñòâå, óòâåð-
æäåíèè ñòàòóñà è ïîëó÷åíèè àâòîðèòåòà â ãðóïïå.

Â ñòðóêòóðå ó÷åáíîé ìîòèâàöèè, íàðÿäó ñ óáåæäåíèÿìè è èäåàëà-
ìè, ñóùåñòâåííóþ ðîëü èãðàåò èíòåðåñ. Îäíîé èç êëþ÷åâûõ çàäà÷ âûñ-
øåãî îáðàçîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ öåëåíàïðàâëåííîå ôîðìèðîâàíèå ó ñòóäåíòîâ
ïðîôåññèîíàëüíî-îðèåíòèðîâàííîãî èíòåðåñà è âíóòðåííèõ ëè÷íîñòíûõ ìî-
òèâîâ [1]. Äàííàÿ íåîáõîäèìîñòü îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî òàêèå âíåøíèå ñòèìó-
ëû, êàê ïîëó÷åíèå äèïëîìà èëè ôîðìàëüíîå ïðîõîæäåíèå êîíòðîëÿ, îáëàäà-
þò íåóñòîé÷èâûì õàðàêòåðîì, à ìîòèâàöèÿ äîñòèæåíèÿ, áóäó÷è êðàòêîâðå-
ìåííîé, äåìîíñòðèðóåò ñðàâíèòåëüíî íèçêóþ ýôôåêòèâíîñòü â ïðîòèâîâåñ
óñòîé÷èâîé ïîçíàâàòåëüíîé ìîòèâàöèè.

II Íåêîòîðûå ïîäõîäû ê ïîâûøåíèþ ìîòèâàöèè

Àêòóàëüíîé ïåäàãîãè÷åñêîé ïðîáëåìîé ÿâëÿåòñÿ ïîèñê ýôôåêòèâíûõ
ñïîñîáîâ îðãàíèçàöèè ó÷åáíîãî ïðîöåññà, íàïðàâëåííûõ íà ôîðìèðîâàíèå
ó ñòóäåíòîâ àêòèâíîé ñóáúåêòíîé ïîçèöèè â îáðàçîâàòåëüíîé äåÿòåëüíîñòè.

Ñîâðåìåííàÿ ïåäàãîãèêà èñõîäèò èç òîãî, ÷òî ìîòèâàöèîííûìè ïðîöåñ-
ñàìè â îáó÷åíèè íå òîëüêî ìîæíî, íî è íåîáõîäèìî öåëåíàïðàâëåííî óïðàâ-
ëÿòü. Ýòî ïîäðàçóìåâàåò ñîçäàíèå ïåäàãîãè÷åñêèõ óñëîâèé äëÿ ðàçâèòèÿ
âíóòðåííåé ìîòèâàöèè è ðàçðàáîòêó ñèñòåìû ñòèìóëîâ. Ïðè ýòîì ôîðìè-
ðîâàíèå ó÷åáíîé ìîòèâàöèè ñëåäóåò ïîíèìàòü íå êàê òðàíñëÿöèþ ãîòîâûõ
ìîòèâîâ, à êàê ïðîåêòèðîâàíèå îáðàçîâàòåëüíûõ ñèòóàöèé, áëàãîïðèÿòñòâó-
þùèõ èõ åñòåñòâåííîìó âîçíèêíîâåíèþ è ðàçâèòèþ. Âàæíî ó÷èòûâàòü, ÷òî
ñòóäåíò ïîñòóïàåò â ïðîôåññèîíàëüíîå ó÷åáíîå çàâåäåíèå íå òîëüêî äëÿ óñâî-
åíèÿ çíàíèé, íî, â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè, äëÿ ñòàíîâëåíèÿ â êà÷åñòâå êîì-
ïåòåíòíîãî ñïåöèàëèñòà. Ñëåäîâàòåëüíî, êëþ÷åâîé çàäà÷åé ïðåïîäàâàòåëÿ
ÿâëÿåòñÿ äåìîíñòðàöèÿ ïðàêòè÷åñêîé çíà÷èìîñòè ïðåïîäàâàåìîé äèñöèïëè-
íû è åå íåïîñðåäñòâåííîé ñâÿçè ñ áóäóùåé ïðîôåññèîíàëüíîé äåÿòåëüíîñòüþ
îáó÷àþùèõñÿ.

Ýôôåêòèâíàÿ ìîòèâàöèîííàÿ ñòðàòåãèÿ òðåáóåò îò ïåäàãîãà ïðèíÿòèÿ
ñòóäåíòà êàê ëè÷íîñòè ñ èíäèâèäóàëüíûìè îñîáåííîñòÿìè, èçáåãàÿ ïîïûòîê
åãî êàðäèíàëüíîé ¾ïåðåäåëêè¿. Ìåòîäè÷åñêàÿ ïîäãîòîâêà ê çàíÿòèþ äîëæíà
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â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè (ïî íåêîòîðûì îöåíêàì, äî 50% óñèëèé) ôîêóñèðî-
âàòüñÿ íà ïðîåêòèðîâàíèè ìîòèâàöèîííîãî êîìïîíåíòà.

Ïðè ïëàíèðîâàíèè èñïîëüçîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ ìîòèâèðóþùèõ òåõíèê è
ïðèåìîâ íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü, ÷òî îíè íå ÿâëÿþòñÿ óíèâåðñàëüíûìè â ñè-
ëó èçíà÷àëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ è èíäèâèäóàëüíîãî õàðàêòåðà ó÷åáíûõ ìî-
òèâîâ ñòóäåíòîâ. Òàêèì îáðàçîì, íàèáîëåå ïðîäóêòèâíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ
ðåàëèçàöèÿ èíäèâèäóàëüíîãî ïîäõîäà, îñíîâàííîãî íà äèàãíîñòèêå è ó÷åòå
äîìèíèðóþùèõ ìîòèâàöèîííûõ ñòðóêòóð êàæäîãî îáó÷àþùåãîñÿ.

Êàæäûé ïðåïîäàâàòåëü ñòàâèò ïåðåä ñîáîé çàäà÷ó: êàêèì îáðàçîì îðãà-
íèçîâàòü ó÷åáíûé ïðîöåññ, ÷òîáû ñôîðìèðîâàòü ó ñòóäåíòîâ àêòèâíîå îòíî-
øåíèå ê ïðîöåññó îáó÷åíèÿ? Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ñïîñîáû.

Ôóíäàìåíòîì äëÿ ïðîäóêòèâíîãî ïåäàãîãè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ âû-
ñòóïàþò äîáðîæåëàòåëüíûé òîí ïðåïîäàâàòåëÿ è ïîçèòèâíûé ìèêðîêëèìàò
â ñòóäåí÷åñêîé ãðóïïå. Èñïîëüçîâàíèå èíòîíàöèè ïîçâîëÿåò óïðàâëÿòü âíè-
ìàíèåì àóäèòîðèè, ÷òî ïîâûøàåò âîâëå÷åííîñòü.

Îáÿçàòåëüíûì óñëîâèåì ÿâëÿåòñÿ ïðèçíàíèå çà êàæäûì îáó÷àþùèìñÿ
ñòàòóñà ñàìîöåííîé ëè÷íîñòè è âûñòðàèâàíèå âçàèìîäåéñòâèÿ íà îñíîâå
ïðèíöèïîâ ñîòðóäíè÷åñòâà.

Ýíòóçèàçì ïåäàãîãà, åãî ãëóáîêàÿ çàèíòåðåñîâàííîñòü â ïðåïîäàâàåìîé
äèñöèïëèíå òàêæå âûñòóïàþò îäíèì èç íàèáîëåå äåéñòâåííûõ êàòàëèçàòî-
ðîâ ó÷åáíîé ìîòèâàöèè.

Ïðèìåíåíèå èííîâàöèîííûõ äèäàêòè÷åñêèõ ïîäõîäîâ (ïðîåêòíîãî, ïðî-
áëåìíîãî, èññëåäîâàòåëüñêîãî, îáó÷åíèÿ â ñîòðóäíè÷åñòâå) ÿâëÿåòñÿ çíà÷è-
ìûì ðåñóðñîì äëÿ àêòèâèçàöèè ó÷åáíîé ìîòèâàöèè. Ìíîãîîáðàçèå è ãèá-
êîñòü ìåòîäîâ îðãàíèçàöèè ó÷åáíîé äåÿòåëüíîñòè ñîçäàåò óñëîâèÿ äëÿ ïî-
âûøåíèÿ âîâëå÷åííîñòè ñòóäåíòîâ è èõ ïîçíàâàòåëüíîãî èíòåðåñà.

Äëÿ îáó÷àþùåãîñÿ âàæíî, ÷òîáû ïðåïîäàâàòåëü áûë äîñòóïåí äëÿ âîïðî-
ñîâ è îáúÿñíåíèé, ãîòîâ îêàçàòü êîíñóëüòàòèâíóþ ïîääåðæêó íà âñåõ ýòàïàõ
ó÷åáíîé äåÿòåëüíîñòè, ýòî ñîçäàåò àòìîñôåðó ïñèõîëîãè÷åñêîé áåçîïàñíî-
ñòè.

Íàïðÿìóþ ïîâûøàåò ïîçíàâàòåëüíûé èíòåðåñ è îñìûñëåííîñòü îáó÷å-
íèÿ ÷åòêîå óñòàíîâëåíèå ìåæäèñöèïëèíàðíûõ ñâÿçåé è àêöåíò íà ïðèìå-
íåíèè òåîðåòè÷åñêèõ çíàíèé â áóäóùåé ïðîôåññèîíàëüíîé äåÿòåëüíîñòè è
ðåàëüíûõ æèçíåííûõ êîíòåêñòàõ (¾ñâÿçü òåîðèè ñ ïðàêòèêîé¿).

Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðèåé ñàìîäåòåðìèíàöèè [2] áàçîâîé ïñèõîëîãè÷åñêîé
ïîòðåáíîñòüþ ÿâëÿåòñÿ àâòîíîìèÿ. Ïðåäîñòàâëåíèå ñòóäåíòàì ñâîáîäû â âû-
áîðå ìåòîäîâ îöåíèâàíèÿ, ôîðì ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû èëè òåìàòèêè èñ-
ñëåäîâàíèé óäîâëåòâîðÿåò ýòó ïîòðåáíîñòü è ÿâëÿåòñÿ ìîùíûì ôàêòîðîì
ðîñòà âíóòðåííåé ìîòèâàöèè. Îùóùåíèå ñîïðè÷àñòíîñòè è ó÷åò èíäèâèäó-
àëüíîé ïîçèöèè ñòóäåíòà óñèëèâàþò åãî ó÷åáíóþ àêòèâíîñòü.

Ïóáëè÷íîå ïðèçíàíèå àêàäåìè÷åñêèõ è ëè÷íîñòíûõ äîñòèæåíèé ñòóäåí-
òîâ, ñ êîíêðåòíûì îïèñàíèåì âûïîëíåííîé ðàáîòû, ñïîñîáñòâóåò ôîðìèðî-
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âàíèþ àòðèáóöèè óñïåõà ê âíóòðåííèì ôàêòîðàì, óêðåïëÿåò óâåðåííîñòü â
ñåáå è ñòèìóëèðóåò ê äàëüíåéøåé äåÿòåëüíîñòè.

Ïðîÿâëåíèå èíòåðåñà ê ïðîôåññèîíàëüíîìó è æèçíåííîìó îïûòó ñòó-
äåíòîâ, à òàêæå ê èõ ìíåíèþ ïî äèñêóññèîííûì âîïðîñàì, òðàíñôîðìè-
ðóåò îáðàçîâàòåëüíûé ïðîöåññ â ñîâìåñòíóþ äåÿòåëüíîñòü. Èñïîëüçîâàíèå
èíòåðàêòèâíûõ ìåòîäîâ (äèñêóññèè, ðàçáîð êåéñîâ) ñïîñîáñòâóåò íå òîëüêî
óñâîåíèþ çíàíèé, íî è óñòàíîâëåíèþ ïðîäóêòèâíûõ êîììóíèêàöèé.

Â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ íåîáõîäèìà äèíàìè÷íàÿ ñìåíà âèäîâ ó÷åáíîé äåÿ-
òåëüíîñòè äëÿ ïîääåðæàíèÿ âûñîêîãî óðîâíÿ âíèìàíèÿ ñòóäåíòîâ. Ïðè ïåð-
âûõ ïðèçíàêàõ ñíèæåíèÿ êîãíèòèâíîé àêòèâíîñòè ðàöèîíàëüíî ïåðåêëþ-
÷èòüñÿ íà àëüòåðíàòèâíûå ôîðìû ðàáîòû, òàêèå êàê: ðåøåíèå çàäà÷ äëÿ
ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû, ñòèìóëèðîâàíèå äèñêóññèè è àðãóìåíòàöèè ëè÷-
íîé ïîçèöèè, èëè èñïîëüçîâàíèå íàãëÿäíûõ ìàòåðèàëîâ. Ýòîò ïðèíöèï ñïî-
ñîáñòâóåò ïðîôèëàêòèêå óòîìëåíèÿ è ïîääåðæàíèþ ïðîäóêòèâíîãî òåìïà
çàíÿòèÿ.

III Çàêëþ÷åíèå

Íåñìîòðÿ íà áîëüøîå êîëè÷åñòâî èññëåäîâàíèé â îáëàñòè ó÷åáíîé ìîòè-
âàöèè, âîïðîñ ðàçðàáîòêè óíèâåðñàëüíîé è îáùåïðèçíàííîé êëàññèôèêàöèè
ìîòèâîâ ñòóäåíòîâ îñòà¼òñÿ äèñêóññèîííûì. Â ñâÿçè ñ ýòèì, àêòóàëüíîé çà-
äà÷åé äëÿ ñîâðåìåííîãî îáðàçîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ öåëåíàïðàâëåííîå ïðîåêòè-
ðîâàíèå îáðàçîâàòåëüíûõ ïðîãðàìì è âíåäðåíèå èííîâàöèîííûõ ïåäàãîãè-
÷åñêèõ òåõíîëîãèé, íàïðàâëåííûõ íà ñòàáèëèçàöèþ è ðàçâèòèå ìîòèâàöèîí-
íîé ñôåðû îáó÷àþùèõñÿ. Ïîäîáíûå ìåðû ïðèçâàíû ïîääåðæèâàòü âûñîêèé
óðîâåíü ó÷åáíîé ìîòèâàöèè, à â ñèòóàöèÿõ åãî ñíèæåíèÿ � îáåñïå÷èâàòü åãî
ïîâûøåíèå.
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Ðåâèíà Ñ.Â.
Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, Ðîñòîâ-íà-Äîíó

Ââåäåíèå

Ìíîãèå èçâåñòíûå ìîäåëè ôèçè÷åñêèõ, áèîëîãè÷åñêèõ, õèìè÷åñêèõ è
äðóãèõ ïðîöåññîâ îïèñûâàþòñÿ êðàåâûìè çàäà÷àìè äëÿ ñèñòåì óðàâíåíèé
â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âèäà

ut = ∆u+ f(u, v), vt = d∆v + g(u, v), (1)
∂u

∂n
|∂Ω =

∂v

∂n
|∂Ω = 0. (2)

Çäåñü d � êîýôôèöèåíò äèôôóçèè, x ìåíÿåòñÿ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ⊂
Rm ïðè m = 1, 2, 3 , n � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ãðàíèöå îáëàñòè, ∆ = ∂2

∂x2
1
+...+

∂2

∂x2
m
� îïåðàòîð Ëàïëàñà. Óðàâíåíèÿ (1) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè ðåàêöèè-

äèôôóçèè, f(u, v) , g(u, v) � ãëàäêèå ôóíêöèè � ñëàãàåìûìè ðåàêöèè.
Ïóñòü ñèñòåìà èìååò ïðîñòðàíñòâåííî-îäíîðîäíîå ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå

(u∗, v∗) . Áóäåì èíòåðåñîâàòüñÿ óñëîâèÿìè, ïðè êîòîðûõ èìååò ìåñòî äèôôó-
çèîííàÿ íåóñòîé÷èâîñòü (íåóñòîé÷èâîñòü ïî Òüþðèíãó) ýòîãî ðàâíîâåñèÿ.
Íåóñòîé÷èâîñòü Òüþðèíãà ïðîñòðàíñòâåííî-îäíîðîäíîãî ðåøåíèÿ (u∗, v∗)
ñèñòåìû ñ äèôôóçèåé õàðàêòåðèçóåòñÿ ñâîéñòâîì óñòîé÷èâîñòè â îòñóòñòâèå
äèôôóçèè è íåóñòîé÷èâîñòè ïðè íàëè÷èè äèôôóçèè [1].

Ðàññìîòðèì áåçäèôôóçèîííîå ïðèáëèæåíèå ñèñòåìû (1) � (2):

dy

dt
= Jy, y ∈ R2. (3)

Çäåñü J � ìàòðèöà ßêîáè ëèíåàðèçîâàííîé â òî÷êå (u∗, v∗) íåëèíåéíîé ñè-
ñòåìû óðàâíåíèé (1) � (2):

J =

(
fu fv
gu gv

)
|(u∗,v∗). (4)

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Âëàäèêàâêàçñêîãî íàó÷íîãî öåíòðà ÐÀÍ
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Âûïèøåì ëèíåàðèçîâàííóþ ñèñòåìó ñ äèôôóçèåé (1) � (2):

ut = ∆u+ fu · u+ fv · v, vt = d∆v + gu · u+ gv · v, (5)

ãäå êîìïîíåíòû ìàòðèöû ßêîáè îïðåäåëåíû â (4).

Îïðåäåëåíèå 1. Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ (u∗, v∗) ñèñòåìû (1) � (2)
íàçûâàåòñÿ íåóñòîé÷èâûì ïî Òüþðèíãó, åñëè âûïîëíÿþòñÿ äâà óñëîâèÿ:
1) ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû â îòñóòñòâèå äèôôó-
çèè (3) ëåæàò ñòðîãî â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè; 2) ñóùåñòâóåò ñîáñòâåííîå
çíà÷åíèå ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû ñ äèôôóçèåé (5), êîòîðîå ëåæèò â ïðà-
âîé ïîëóïëîñêîñòè.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé òèïà ¾ðåàêöèÿ-
äèôôóçèÿ¿, îïèñûâàþùàÿ ìîäåëü ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåëåííûõ îñöèë-
ëÿòîðîâ, êîãäà ïðîñòðàíñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ ìåíÿåòñÿ â ïðîèçâîëüíîé îãðà-
íè÷åííîé îáëàñòè ñ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ãðàíèöåé ïðè êðàåâûõ óñëîâèÿõ Íåé-
ìàíà. Â áåçäèôôóçèîííîì ïðèáëèæåíèè ïðèõîäèì ê äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå,
ñîîòâåòñòâóþùåé êîëåáàíèÿì îñöèëëÿòîðà â îêðåñòíîñòè íèæíåãî ïîëîæå-
íèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå ñïîñîáû ïåðåõîäà ê äèôôóçè-
îííîé ìîäåëè ïóòåì ó÷åòà äèôôóçèîííûõ ñëàãàåìûõ. Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ,
ïðè êîòîðûõ óñòîé÷èâîå â áåçäèôôóçèîííîì ïðèáëèæåíèè íèæíåå ïîëîæå-
íèå ðàâíîâåñèÿ ìàÿòíèêà ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâûì ïðè íàëè÷èè äèôôó-
çèîííûõ ñëàãàåìûõ. Ãðàíèöû îáëàñòè íåóñòîé÷èâîñòè ïðè ýòîì íàõîäÿòñÿ
ÿâíî è âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà â ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé îáëàñòè.

I Ëèíåéíûé îñöèëëÿòîð ñ äèôôóçèåé. Ñòàáèëèçàöèÿ
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ

Ïóñòü h > 0 , ω2 > 0 .Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà ñ
òðåíèåì

Y ′′ + 2hY ′ + ω2Y = 0. (6)

Ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ

U(t) = Y (t), V (t) = Y ′(t), (7)

ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (6) â âèäå ñèñòåìû äâóõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà

U ′(t) = V (t), (8)
V ′(t) = −ω2U − 2hV. (9)
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Åñëè ìû ââåäåì âåêòîðíûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ñèñòåìû (8) � (9)

w(t) = (U(t), V (t)) (10)

è ìàòðèöó

J =

(
0 1

−ω2 −2h

)
, (11)

òîãäà ñèñòåìà (8) � (9) ïðèíèìàåò âèä

w′(t) = Jw. (12)

Â ñèëó ïîëîæèòåëüíîñòè h > 0 , ω2 > 0 ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû
J ëåæàò ñòðîãî â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè. Äîïîëíèâ (12) íà÷àëüíûì óñëîâèåì
w(0) = w0 , ïðèõîäèì ê ðåøåíèþ çàäà÷è Êîøè

w(t) = etJw0. (13)

Ðàññìîòðèì òðè ñïîñîáà ó÷åòà äèôôóçèè â ìîäåëè ëèíåéíîãî îñöèëëÿòî-
ðà. Ïåðâûé ñïîñîá ñîñòîèò â ôîðìàëüíîì ïðèáàâëåíèè îïåðàòîðà Ëàïëàñà
â ïåðâîì è âòîðîì óðàâíåíèÿõ ñèñòåìû (8) � (9)

ut = ∆u+ v, vt = ∆v − ω2u− 2hv. (14)
u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x), (15)
∂u

∂n
|∂Ω =

∂v

∂n
|∂Ω = 0.. (16)

Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî âåêòîð-ôóíêöèé w = (u, v) ñ êîì-
ïîíåíòàìè u, v ∈ L2(H) . Ïóñòü îïåðàòîð ∆ : H → H îïðåäåëåí íà ìíîæå-
ñòâå âåêòîð-ôóíêöèé w = (u, v) ñ êîìïîíåíòàìè èç ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà
W2

2(Ω) .
Îïåðàòîð J è âåêòîðíûé îïåðàòîð Ëàïëàñà ∆ êîììóòèðóþò, ïîýòîìó

ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (14) � (16) â H èìååò âèä

w(t) = et∆etJw0 = etJet∆w0 (17)

íåóñòîé÷èâîñòü Òüþðèíãà íåâîçìîæíà.
Âî âòîðîì ñïîñîáå ïîñòðîåíèÿ ñèñòåìû ñ äèôôóçèåé ðàññìîòðèì ñëó÷àé

ðàçëè÷íûõ êîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèè. Ïóñòü d ̸= 1 , òîãäà âìåñòî (14) �
(16) ïðèõîäèì ê ñèñòåìå

ut = ∆u+ v, vt = d∆v − ω2u− 2hv. (18)
u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x), (19)
∂u

∂n
|∂Ω =

∂v

∂n
|∂Ω = 0. (20)
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Ïóñòü îïåðàòîð A0 : H → H , äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó A0 = D∆ ,
îïðåäåëåí íà ìíîæåñòâå âåêòîð-ôóíêöèé w = (u, v) ñ êîìïîíåíòàìè èç
ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà W2

2(Ω) , óäîâëåòâîðÿùèìè êðàåâûì óñëîâèÿì (20),
ãäå D � ýòî ìàòðèöà

D =

(
1 0
0 d

)
. (21)

Òîãäà ñèñòåìà ñ äèôôóçèåé (18) � (20) ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ â ãèëüáåðòîâîì
ïðîñòðàíñòâå H

wt = Aw; A = A0 + J. (22)

Â ýòîì ñëó÷àå îïåðàòîðû J è D∆ íå êîììóòèðóþò, íî ïðèáàâëåíèå äèôôó-
çèè ïî-ïðåæíåìó ïðèâîäèò ê ñòàáèëèçàöèè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.

II Âîçíèêíîâåíèå íåóñòîé÷èâîñòè Òüþðèíãà

Òðåòèé ñïîñîá ó÷åòà äèôôóçèîííûõ ñëàãàåìûõ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.
Ââåäåì ïàðàìåòð α > 0 è â áåçäèôôóçèîííîì ïðèáëèæåíèè ðàññìîòðèì
äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó

U ′(t) = αU + V (t), (23)
V ′(t) = −ω2U − 2hV. (24)

Äëÿ êîìïîíåíòû Y (t) = U(t) , êàê è ðàíåå, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå îñöèë-
ëÿòîðà ñ òðåíèåì

Y ′′ + (2h− α)Y ′ + (ω2 − 2hα)Y = 0. (25)

Óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ñïåêòðà óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû (23) � (24) îò-
êðûòîé ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè èìåþò âèä

Tr(J) = α− 2h < 0; Det(J) = ω2 − 2hα > 0. (26)

Ïîñëå ó÷åòà äèôôóçèîííûõ ñëàãàåìûõ, êàê è âî âòîðîì ñïîñîáå, ñèñòåìà
ñ äèôôóçèåé ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ (21) â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H ,
íî êîíå÷íîìåðíûé îïåðàòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé ñëàãàåìûì ðåàêöèè, òåïåðü
èìååò âèä

J =

(
α 1

−ω2 −2h

)
. (27)

Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå âîçìîæíà íåóñòîé÷èâîñòü Òüþðèíãà.
Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó äëÿ îïåðàòîðà A = J+D∆

â ïðîñòðàíñòâå H :
Aφ = σφ, φ ̸= 0. (28)
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Îïðåäåëèì íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñè-
ñòåìû ñ äèôôóçèåé ëåæàò â çàìêíóòîé ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè.

Ïóñòü ψk � ýòî ñîáñòâåííûå ôóíêöèè, îòâå÷àþùèå ñîáñòâåííûì çíà÷å-
íèÿì µk îïåðàòîðà −∆ ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè Íåéìàíà, k = 0, 1, 2...

∆ψk + µkψk = 0, x ∈ Ω,
∂ψk

∂n
|∂Ω = 0. (29)

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî µk ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè. Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ýòî
óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè; â ñëó÷àå ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëå-
ïèïåäà äîñòàòî÷íî ïðåäïîëîæèòü íåñîèçìåðèìîñòü êâàäðàòîâ åãî ñòîðîí.

Ðåøåíèå φ ðàçûñêèâàåòñÿ â âèäå ðÿäà ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì îïå-
ðàòîðà Ëàïëàñà:

φ =
∞∑
k=0

Ckψk, Ck = (C1
k , C

2
k). (30)

Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ k èìååì ëèíåéíóþ ñèñòåìó âèäà

JkCk = λkCk, Ck ̸= 0, (31)

ãäå Jk � ìàòðèöà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ k -ìó ýëåìåíòó äèàãîíàëè ìàòðèöû îïå-
ðàòîðà A ; σk è Ck � îòâå÷àþùèå åé ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå è ñîáñòâåííûé
âåêòîð:

Jk =

(
α− µk 1
−ω2 −2h− dµk

)
. (32)

Èíòåðåñóÿñü íåóñòîé÷èâîñòüþ, íàéäåì ñëåä è îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû Jk :

Tr(Jk) = Tr(J)− (1 + d)µk ⩽ Tr(J) < 0,
Det(Jk) = dµ2k − (d · α− 2h)µk +Det(J).

Òàê êàê Det(J) > 0 , òî ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè ìîæåò ïðîèçîéòè ëèøü ïðè
k > 0 . Â ýòîì ñëó÷àå µk > 0 . Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
Tr(Jk) < Tr(J) < 0 , è ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ìîæåò ïîòåðÿòü óñòîé÷èâîñòü,
òîëüêî åñëè Det(Jk) = 0 .

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

P (µ) ≡ dµ2 − (d · α− 2h)µ+Det(J), (33)

òîãäà P (µk) = Det(Jk) .
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Åñëè ñóùåñòâóåò âîëíîâîå ÷èñëî k∗ òàêîå, ÷òî P (µk∗) = 0 , òî íà ïàðà-
ìåòðû ñèñòåìû âîçíèêàþò îãðàíè÷åíèÿ:

α >
2h

d
; d > 1. (34)

Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ íåóñòîé÷èâîñòè Òüþðèíãà èìåþò âèä:

Tr(J) = α− 2h < 0,
Det(J) = ω2 − α > 0,

d · α + 2h ⩾ 2
√
dω.

Ïîëó÷åííûå óñëîâèÿ çàäàþò îáëàñòü íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ (ω2, α) (ïðè
ôèêñèðîâàííîì h), îãðàíè÷åííóþ êðèâîé íóëåâîãî ñëåäà TrJ = 0 , äèñêðè-
ìèíàíòíîé êðèâîé Discr(P ) = 0 è ãåîìåòðè÷åñêèì ìåñòîì òî÷åê DetJ = 0 .

Äëÿ îïèñàíèÿ îáëàñòè íåóñòîé÷èâîñòè Òüþðàíãà ðàññìîòðèì êðèâûå íà
ïëîñêîñòè (ω2, α) : äèñêðèìèíàíòíóþ êðèâóþ

α0(ω
2) = −2h

d
+

2√
d

√
ω2 (35)

è êðèâûå äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé

αk(ω
2) = µk +

ω2

dµk + 2h
. (36)

Òåîðåìà 1. (Î äèñêðèìèíàíòíîé êðèâîé).
Äèñêðèìèíàíòíàÿ êðèâàÿ (α)0(ω

2)
1) ëåæèò íå âûøå ñåìåéñòâà αk(ω

2) íà ïëîñêîñòè (ω2, α) ;
2) èìååò ñ êàæäîé êðèâîé αk(ω

2) åäèíñòâåííóþ îáùóþ òî÷êó ñ êîîðäèíà-
òàìè

ω2 =
(dµk + 2h)2

d
, α = 2µk +

2h

d
(37)

3) ÿâëÿåòñÿ îãèáàþùåé ñåìåéñòâà êðèâûõ αk(ω
2) , k ∈ N .

Òåîðåìà 2. (Î êðèâûõ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé).
Êðèâûå (α)k(ω

2) è (α)k+1(ω
2) â ïîëóïëîñêîñòè DetJ > 0

1) èìåþò åäèíñòâåííóþ îáùóþ òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè

(ω2)k,k+1 =
(dµk + 2h)(dµk+1 + 2h)

d
, Γk = µk + µk+1 +

2h

d
(38)

2) Åñëè ω2 ∈ [(ω2)k−1,k; (ω
2)k,k+1] , k ∈ N ,

(α)k(ω
2) = min

m
(α)m(ω

2). (39)



Ðåâèíà Ñ.Â. ÍÅÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÒÜÞÐÈÍÃÀ. . . 77

Çàêëþ÷åíèå

Îòïðàâíûì ïóíêòîì äàííîãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîìåðíàÿ ìî-
äåëü îñöèëëÿòîðà ñ òðåíèåì. Ïðîàíàëèçèðîâàíû ðàçëè÷íûå ñïîñîáû ïåðå-
õîäà ê áåñêîíå÷íîìåðíîé ìîäåëè ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåëåííûõ îñöèë-
ëÿòîðîâ. Ïðåäëîæåíà ìîäåëü îñöèëëÿòîðîâ ñ äèôôóçèåé, â êîòîðîé íèæíåå
óñòîé÷èâîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ìàÿòíèêà â êîíå÷íîìåðíîé ìîäåëè òåðÿåò
óñòîé÷èâîñòü.

Äàíî ÿâíîå îïèñàíèå îáëàñòè íåóñòîé÷èâîñòè Òüþðèíãà, îòäåëüíî ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ ñëó÷àè íåîáõîäèìûõ óñëîâèé íåóñòîé÷èâîñòè è äîñòàòî÷íûõ
óñëîâèé. Äàíî îïèñàíèå ãðàíèöû îáëàñòè íåóñòîé÷èâîñòè â òåðìèíàõ ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà Ëàïëàñà â ðàññìàòðèâàåìûõ îáëàñòÿõ.

Ëèòåðàòóðà

1. Turing A. M. The chemical basis of morphogenesis // Philosophical
Transactions of the Royal Society of London. Series B, Biological Sciences.
1952. Vol. 237. � 641. P. 37�72.

2. Êàçàðíèêîâ À. Â., Ðåâèíà Ñ. Â. Áèôóðêàöèè â ñèñòåìå Ðýëåÿ ñ
äèôôóçèåé // Âåñòíèê Óä- ìóðòñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ìàòåìàòèêà.
Ìåõàíèêà. Êîìïüþòåðíûå íàóêè. 2017. Ò. 27, � 4. Ñ. 499�514.
https://doi.org/10.20537/vm170402.

3. Êàçàðíèêîâ À. Â., Ðåâèíà Ñ. Â. Ìîíîòîííàÿ íåóñòîé÷èâîñòü â ñè-
ñòåìå ÔèòöÕüþ-Íàãóìî ñ äèôôóçèåé // Èçâåñòèÿ âóçîâ. Ñåâåðî-
Êàâêàçñêèé ðåãèîí. Åñòåñòâåííûå íàóêè. 2018. � 4 (200). Ñ. 18�24.
https://doi.org/10.23683/0321-3005-2018-4-18-24.

4. Revina S.V., Lysenko S.A. Su�cient Turing instability conditions for the
Schnakenberg system // Âåñòíèê Óäìóðòñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ìàòåìàòè-
êà. Ìåõàíèêà. Êîìïüþòåðíûå íàóêè. 2021. Ò. 31. � 3. Ñ. 424-442. DOI:
10.35634/vm210306

5. Ðåâèíà Ñ.Â., Ðÿáîâ À.Ñ. Íåóñòîé÷èâîñòü Òüþðèíãà â îäíîïàðàìåòðè-
÷åñêîé ñèñòåìå Ãèðåðà�Ìåéíõàðäòà // Èçâåñòèÿ âóçîâ. ÏÍÄ. 2023. T.
31, � 4. Ñ. 501�522. https://doi.org/ 10.18500/0869-6632-003053. EDN:
WZPQWD

6. Ðåâèíà Ñ.Â. Îáëàñòü äèôôóçèîííîé íåóñòîé÷èâîñòè äëÿ ñèñòåì ïàðà-
áîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé //Âëàäèêàâê. ìàò. æóðí. 2022. Ò. 24, âûï. 4.
Ñ. 136�145. https://doi.org/ 10.46698/d6373-9335-7338-n



78 "Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ"

7. Êåëåìåòîâà Ê.À., Ðåâèíà Ñ.Â. Ëèíåéíûé àíàëèç íåóñòîé÷èâîñòè Òüþ-
ðèíãà â ñèñòåìàõ õèìè÷åñêîé êèíåòèêè // Èçâ. âóçîâ. Ñåâ.-Êàâê. ðåãè-
îí. Åñòåñòâ. íàóêè. 2024. � 4-1. Ñ. 49�59. https://doi.org/ 10.18522/1026-
2237-2024-4-1-49-59

8. Revina S.V. Di�usion instability domains for systems of parabolic equa-
tions // Siberian Mathematical Journal, 2024, Vol. 65, �2, pp. 487�494.



Ñåâîñòüÿíîâà Â.Â. ÏÎÑÒÎßÍÍÛÅ ÔÓÍÊÖÈÈ ÍÀ ÊËÀÑÑÀÕ. . . 79

ÏÎÑÒÎßÍÍÛÅ ÔÓÍÊÖÈÈ ÍÀ ÊËÀÑÑÀÕ
ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎÑÒÈ ÐÀÂÍÎÓÃÎËÜÍÛÕ
ÔÐÅÉÌÎÂ1

Ñåâîñòüÿíîâà Â.Â.
Ñàìàðñêèé íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò

èì. àê. Ñ.Ï. Êîðîëåâà, Ñàìàðà, berlua@mail.ru

Ïóñòü Hd � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè d .
Îïðåäåëåíèå 1. Êîíå÷íûé íàáîð âåêòîðîâ {φi}ni=1 â ïðîñòðàíñòâå

Hd áóäåì íàçûâàòü ôðåéìîì, åñëè ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû
a ⩽ b , òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ Fd âûïîëíÿåòñÿ

a∥x∥2 ⩽
n∑

j=1

|⟨x, φj⟩|2 ⩽ b∥x∥2.

Ñîãëàñíî ýêâèâàëåíòíîìó îïðåäåëåíèþ, ôðåéì â Hd � ïðîèçâîëüíûé
íàáîð âåêòîðîâ, òàêîé, ÷òî span{φj}nj=1 = Hd. Åñëè äëèíû âñåõ âåêòîðîâ
ôðåéìà ðàâíû, òî òàêîé ôðåéì íàçûâàåòñÿ �ðàâíîìåðíûì. Åñëè äëÿ ðàâíî-
ìåðíîãî ôðåéìà âåðíî |⟨φi, φj⟩| = c äëÿ ëþáûõ i ̸= j , òî òàêîé ôðåéì áóäåì
íàçûâàòü ðàâíîóãîëüíûì. Ïîäðîáíåå î êîíå÷íûõ ôðåéìàõ ñì. â [1].

Òðàäèöèîííî íà ìíîæåñòâå ôðåéìîâ â Hd ââîäÿòñÿ ðàçëè÷íûå îòíîøå-
íèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè. Ðàññìîòðèì ìàêñèìàëüíî øèðîêîå îòíîøåíèå ýêâèâà-
ëåíòíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 2. Ôðåéìû {φi}ni=1 è {ψi}ni=1 íàçûâàþòñÿ ïðîåêòèâíî-
ïåðåñòàíîâî÷íî óíèòàðíî ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóþò óíèòàðíîå
ïðåîáðàçîâàíèå U , ïåðåñòàíîâêà σ ∈ Sn è αi = ±1 , äëÿ êîòîðûõ ψi =
αiUφσ(i) , i = 1, . . . , n .

Ðàññìîòðèì òðè ñåðèè ïîëèíîìîâ, ïîñòîÿííûõ íà ïðîåêòèâíî-
ïåðåñòàíîâî÷íî óíèòàðíûõ êëàñññàõ ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïåðâàÿ ñåðèÿ:

s1 = ∥φ1∥2 + ∥φ2∥2 + . . .+ ∥φn∥2,
s2 = ∥φ1∥2∥φ2∥2 + ∥φ1∥2∥φ3∥2 + . . .+ ∥φn−1∥2∥φn∥2,
. . . ,
sn = ∥φ1∥2∥φ2∥2 . . . ∥φn∥2.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç N ÷èñëî âñåõ ïàð (i, j) , ãäå 1 ⩽ i < j ⩽ n . Â êà÷åñòâå
âòîðîé ñåðèè ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé âîçüìåì

tk =
∑

1⩽i<j⩽n

(
∥φi∥2∥φj∥2

)k−1|⟨φi, φj⟩|2, k = 1, . . . , N.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ðåàëèçàöèè Ïðîãðàììû ðàçâèòèÿ Íàó÷íî-îáðàçîâàòåëüíîãî ìàòåìàòè-
÷åñêîãî öåíòðà Ïðèâîëæñêîãî ôåäåðàëüíîãî îêðóãà (ñîãëàøåíèå � 075-02-2025-1791)
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Ïóñòü M � ÷èñëî òðîåê (i, j, k) , ãäå 1 ⩽ i < j < k ⩽ n . Îáîçíà÷èì
∆(i1, i2, i3) = ⟨φi1, φi2⟩⟨φi2, φi3⟩⟨φi3, φi1⟩ . Ðàññìîòðèì 3-þ ñåðèþ

wm =
∑

1⩽i<j<k⩽n

(
∥φi∥2∥φj∥2∥φk∥2

)m−1
∆(φi, φj, φk), m = 1, . . . ,M.

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå π , êîòîðîå ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ôðåéìó Φ =
{φi}ni=1 íàáîð

π(Φ) =
(
s1(Φ), . . . , sn(Φ), t1(Φ), . . . , tN(Φ), w1(Φ), . . . , wM(Φ)

)
.

Òåîðåìà 1. Ñóùåñòâóåò íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî V , âñþäó ïëîò-
íîå â Hd , äëÿ êîòîðîãî ïðàîáðàç ëþáîé òî÷êè èç π(V ) � ïðîåêòèâíî-
ïåðåñòàíîâî÷íî óíèòàðíûé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ïîëèíîìû èç òðåõ ñåðèé ðàçäåëÿþò ïðîåêòèâíî-
ïåðåñòàíîâî÷íî óíèòàðíûå êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè â îáùåì ïîëîæåíèè.
Ê ñîæàëåíèþ, ôóíêöèè si, tk, wm íå ðàçäåëÿþò íè ðàâíîìåðíûå, íè ðàâ-
íîóãîëüíûå ôðåéìû. Â ÷àñòíîñòè, si(Φ) = si(Ψ) äëÿ ðàâíîìåðíûõ Φ è Ψ ,
à tj(Φ) = tj(Ψ) äëÿ ðàâíîóãîëüíûõ Φ è Ψ .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sn ãðóïïó ïåðåñòàíîâîê äëèíû n .
Òåîðåìà 2. Ìíîãî÷ëåíû âèäà

Jk =
∑
σ∈Sn

∏
1<i<j⩽n

∆(σ(1), σ(i), σ(j))ki,j ,

îïðåäåëÿåìûå âñåâîçìîæíûìè íàáîðàìè k = (k2,3, k2,4, . . . , kn−1,n) , ãäå
ki,j = 0 èëè 1 , ðàçäåëÿþò ïðîåêòèâíî-ïåðåñòàíîâî÷íî óíèòàðíûå êëàñ-
ñû ýêâèâàëåíòíîñòè ðàâíîóãîëüíûõ ôðåéìîâ.
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ÄÂÈÆÅÍÈÉ Â ÏÎÐÈÑÒÎÌ ÏÐßÌÎÓÃÎËÜÍÈÊÅ
ÏÐÈ ÍÅÎÄÍÎÐÎÄÍÎÉ ÏÐÎÍÈÖÀÅÌÎÑÒÈ
Ñåëèùåâ À.À., Öèáóëèí Â.Ã.
Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, Ðîñòîâ-íà-Äîíó,

selishev@sfedu.ru

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîðèñòàÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ îáëàñòü ñ íåîäíîðîäíûìè
ñâîéñòâàìè ïðîíèöàåìîñòè. Ïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòîâ
ïðîíèöàåìîñòè è òåïëîïðîâîäíîñòè, ñèñòåìà îòíîñèòñÿ ê êëàññó êîñèììåò-
ðè÷íûõ, ÷òî ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà ðàâíî-
âåñèé ïðè ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè ìåõàíè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ. Äëÿ ìîäåëèðî-
âàíèÿ ïëîñêîé çàäà÷è ãðàâèòàöèîííîé êîíâåêöèè æèäêîñòè, íàñûùàþùåé
ïîðèñòóþ ñðåäó, ðàçâèâàåòñÿ êîìïàêòíàÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ ñõåìà [1].

Êîìïàêòíûå ðàçíîñòíûå ñõåìû ïîçâîëÿþò óâåëè÷èòü òî÷íîñòü àïïðîê-
ñèìàöèè, íå äîáàâëÿÿ íîâûõ óçëîâ â ðàçíîñòíûå øàáëîíû. Ïðåäëîæåíà ÷èñ-
ëåííàÿ ñõåìà, îñíîâàííàÿ íà êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè ÷åòâ¼ðòîãî
ïîðÿäêà òî÷íîñòè ïî ïðîñòðàíñòâó è ìåòîäå Ðóíãå-Êóòòû äëÿ èíòåãðèðîâà-
íèÿ ïî âðåìåíè. Ïîñòðîåííàÿ íà äåâÿòèòî÷å÷íîì øàáëîíå ñõåìà îòíîñèòñÿ ê
êëàññó ìèìåòè÷åñêèõ, òî åñòü ñîõðàíÿþùèõ êëþ÷åâûå ñâîéñòâà èñõîäíîé ñè-
ñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíî, ÷òî ðàçâèòàÿ
äèñêðåòèçàöèÿ ñîõðàíÿåò ñèììåòðèè è êîñèììåòðèþ èñõîäíîé çàäà÷è.

Èññëåäóþòñÿ êîíôèãóðàöèè çàäà÷è, íàðóøàþùèå ñâîéñòâî êîñèììåò-
ðèè. Ïîñòðîåíû ñåëåêòèâíûå ôóíêöèè äëÿ ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ïåðåìåí-
íîé ïðîíèöàåìîñòè. Ïðîàíàëèçèðîâàíû ðàâíîâåñèÿ, êîòîðûå âîçíèêàþò ïðè
ðàçðóøåíèè îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà. Äàíà îöåíêà ýôôåêòèâíîñòè
ðàçâèòîé ðàçíîñòíîé ñõåìå.
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Ôèëèìîíîâ Ì.Þ.∗,∗∗ , Âàãàíîâà Í.À.∗,∗∗
∗ Óðàëüñêèé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, ã. Åêàòåðèíáóðã
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Ââåäåíèå

Â Ðîññèè çàïàñû ïîäçåìíûõ ëüäîâ â çîíå âå÷íîé ìåðçëîòû ñîñòàâëÿþò
îêîëî 19 000 êì3 , ÷òî äà¼ò ïðàâî íàçûâàòü èõ ïîäçåìíûìè îëåäåíåíèÿìè [1].
Ýòè ïëîùàäè îõâàòûâàþò ïî÷òè 10 ìëí. êì2 .Ýòè òåððèòîðèè ÷ðåçâû÷àéíî
âàæíû äëÿ ðîññèéñêîé ýêîíîìèêè, òàê êàê çäåñü äîáûâàåòñÿ îêîëî 93% ðîñ-
ñèéñêîãî ïðèðîäíîãî ãàçà è 75% íåôòè. Òàÿíèå âå÷íîé ìåðçëîòû, âûçâàííîå
èçìåíåíèåì êëèìàòà è ðàçëè÷íûìè òåõíîãåííûìè èñòî÷íèêàìè òåïëà, ìî-
æåò ïðèâåñòè ê ðàçâèòèþ òåðìîêàðñòà è êðóïíûì àâàðèÿì, îñîáåííî îïàñ-
íûì äëÿ èíæåíåðíûõ îáúåêòîâ è èíôðàñòðóêòóðû, ðàñïîëîæåííûõ â ðåãè-
îíàõ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âå÷íîé ìåðçëîòû [2, 3, 4]. Ìîäåëèðîâàíèå òåïëîâûõ
ïîëåé â ìåðçëûõ ãðóíòàõ ÿâëÿåòñÿ âàæíîé çàäà÷åé, ïîñêîëüêó îò ñîõðàíåíèÿ
îòðèöàòåëüíûõ òåìïåðàòóð â ãðóíòå çàâèñèò óñòîé÷èâîñòü èíæåíåðíûõ ñî-
îðóæåíèé. Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå òåõíè÷åñêèå ñèñòåìû, âëèÿþùèå êàê íà
ñêîðîñòü òàÿíèÿ âå÷íîé ìåðçëîòû [5, 6, 7, 8], òàê è íà òåðìîñòàáèëèçàöèþ
ãðóíòà [9, 10].

Êîìïëåêñíîå ìîäåëèðîâàíèå âçàèìîäåéñòâèÿ ýòèõ ñèñòåì, âëèÿíèå èõ íà
òåìïåðàòóðíûé ðåæèì îêðóæàþùåãî ãðóíòà ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé
[11, 13] è áóäåò ðàññìîòðåíî â íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ êîíêðåòíîé çàäà÷è.

I Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ

Òåìïåðàòóðíûé ðåæèì ãðóíòà â êðèîëèòîçîíå îïèñûâàåòñÿ íåñòàöèîíàð-
íûì óðàâíåíèåì òåïëîïðîâîäíîñòè ñ ó÷åòîì ôàçîâîãî ïåðåõîäà. Îáîñíîâàí-
íîñòü èñïîëüçîâàíèÿ òàêîãî ïîäõîäà äëÿ çàäà÷ òèïà Ñòåôàíà ïðèâåäåíà â
ìîíîãðàôèè [14].

Óñòàíîâëåíî, ÷òî íå òîëüêî êëèìàòè÷åñêèå èçìåíåíèÿ, íî è õîçÿéñòâåí-
íàÿ äåÿòåëüíîñòü ÷åëîâåêà ïðèâîäèò ê äåãðàäàöèè ìíîãîëåòíåìåðçëûõ ïî-
ðîä (ÌÌÏ). Â ÷àñòíîñòè, ïðè îáóñòðîéñòâå ñåâåðíûõ êóñòîâûõ ïëîùàäîê
òðåáóåòñÿ, ÷òîáû äâå ñêâàæèíû íå áûëè ïðîáóðåíû íà ðàññòîÿíèè äðóã îò
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äðóãà ìåíüøåì, ÷åì äâà ðàäèóñà ðàñòåïëåíèÿ (ïîëîæåíèå íóëåâîé èçîòåðìû)
îò îäèíî÷íîé ñêâàæèíû çà 25�30 ëåò å¼ ýêñïëóàòàöèè. Òî åñòü íåîáõîäèìî
ñîáëþäàòü òàêóþ äèñòàíöèþ ìåæäó ñêâàæèíàìè ïðè ñòðîèòåëüñòâå, ÷òîáû
òàëûå çîíû ÌÌÏ âîêðóã ñêâàæèí ïðè äîáû÷å íåôòè íå ñëèâàëèñü â åäèíûé
òàëèê, îñëàáëÿÿ íåñóùóþ ñïîñîáíîñòü ãðóíòà. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ìèíè-
ìàëüíîå äîïóñòèìîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ñêâàæèíàìè. Âûáîð ýòîãî ðàññòî-
ÿíèÿ ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà çàòðàòû äëÿ îáóñòðîéñòâà íåôòåäîáûâàþùåé
ïëîùàäêè, òåì ñàìûì è íà ñåáåñòîèìîñòü äîáûâàåìîé íåôòè.

Òåïëîâûå ïîëÿ â ãðóíòå òàêæå âàæíû ïðè ðàñ÷åòå íåñóùåé ñïîñîáíîñòè
ãðóíòà ïîä êàïèòàëüíûìè ñîîðóæåíèÿìè â êðèîëèòîçîíå. Ýòî ìîãóò áûòü
êàê äîðîãè, òðóáîïðîâîäû, âñïîìîãàòåëüíûå êîíñòðóêöèè, òàê è ñâàéíûå
ôóíäàìåíòû æèëûõ äîìîâ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîìåùåíèé. Íåñòàöèîíàðíîå
óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè ñ ó÷åòîì ôàçîâîãî ïåðåõîäà îïèñûâàåò ïðîöåñ-
ñû ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà â ÌÌÏ. Íî ïðè ðàñ÷åòå òåïëîâûõ ïðîöåññîâ äëÿ
ðàçíûõ îáúåêòîâ â êðèîëèòîçíå íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ñïåöèôèêó çàäà÷, â
÷àñòíîñòè, ðàçíûå íà÷àëüíûå è êðàåâûå óñëîâèÿ.

Ðèñ. 1: Ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü è îñíîâíûå òåïëîâûå ïîòîêè äëÿ äâóõ ñêâàæèí

Ïóñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0 = 0 ãðóíò çàíèìàåò çàäàííûé
ïàðàëëåëåïèïåä Ω (ðèñ. 1) è èìååò òåìïåðàòóðó T0(x, y, z) . Îñè x è y ðàñ-
ïîëîæåíû ïàðàëëåëüíî ïîâåðõíîñòè êóñòîâîé ïëîùàäêè, à îñü z íàïðàâ-
ëåíà âíèç. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðàçìåð ðàñ÷åòíîé îáëàñòè Ω îïðåäåëÿåòñÿ
ïîëîæèòåëüíûìè ÷èñëàìè Lx , Ly , Lz : −Lx ≤ x ≤ Lx , −Ly ≤ y ≤ Ly ,
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−Lz ≤ z ≤ 0 . Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà áûëà ïðåäëîæåíà
ñëåäóþùàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü.

Ïóñòü T = T (t, x, y, z) � òåìïåðàòóðà ãðóíòà â òî÷êå (x, y, z) â ìîìåíò
âðåìåíè t . Îáëàñòü Ω ìîæåò âêëþ÷àòü â ñåáÿ ðàçëè÷íûå èíæåíåðíûå ñî-
îðóæåíèÿ (íàïðèìåð, èñêóññòâåííûå ñëîè îòñûïêè íà ïîâåðõíîñòè ãðóíòà,
ñâàè, ñêâàæèíû è ò.ä.). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â îáëàñòè Ω ìîãóò îäíîâðåìåí-
íî íàõîäèòüñÿ n ðàçíîðîäíûõ îáúåêòîâ, ÿâëÿþùèìñÿ èñòî÷íèêàìè òåïëà
(ôóíäàìåíòû, äîáûâàþùèå è íàãíåòàòåëüíûå òåïëîèçîëèðîâàííûå ñêâàæè-
íû, òðóáîïðîâîäû è ò.ï.), à òàêæå èñòî÷íèêè õîëîäà, íàïðèìåð, ñåçîííîäåé-
ñòâóþùèå îõëàæäàþùèå óñòðîéñòâà. Îáîçíà÷èì ïîâåðõíîñòè ýòèõ îáúåêòîâ
÷åðåç Ωi = Ωi(x, y, z), i = 1, . . . , n . Îñíîâíûå òåïëîâûå ïîòîêè äëÿ äâóõ
ñêâàæèí (n = 2) èçîáðàæåíû íà ðèñ. 1.

Â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè äëÿ ó÷åòà èçëó÷åíèÿ îò êàæäîãî i -
ãî îáúåêòà èñïîëüçóåòñÿ óðàâíåíèå êîíòàêòíîé (äèôôóçèîííîé) òåïëîïðî-
âîäíîñòè ñ íåîäíîðîäíûìè êîýôôèöèåíòàìè, âêëþ÷àþùåå ëîêàëèçîâàííóþ
òåïëîåìêîñòü ôàçîâîãî ïåðåõîäà � ïîäõîä, ïîçâîëÿþùèé ðåøàòü çàäà÷ó òè-
ïà Ñòåôàíà, áåç ÿâíîãî âûäåëåíèÿ ãðàíèöû ôàçîâîãî ïåðåõîäà [14]. Ïðè
ýòîì òåïëîòà ôàçîâîãî ïðåâðàùåíèÿ ââîäèòñÿ ñ ïðèìåíåíèåì δ -ôóíêöèè
Äèðàêà êàê ñîñðåäîòî÷åííàÿ òåïëîåìêîñòü ôàçîâîãî ïåðåõîäà â êîýôôèöè-
åíò òåïëîåìêîñòè. Ïîëó÷àåìàÿ òàêèì îáðàçîì ðàçðûâíàÿ ôóíêöèÿ çàòåì
�ðàñïðåäåëÿåòñÿ� ïî òåìïåðàòóðå è íå çàâèñèò îò ÷èñëà èçìåðåíèé è ôàç. Â
èòîãå äëÿ ïîëó÷åíèÿ òåïëîâûõ ïîëåé â ãðóíòå òðåáóåòñÿ ðåøèòü â îáëàñòè
Ω êâàçèëèíåéíîå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè

ρ
(
cν(T ) + kδ(T − T ∗)

)∂T
∂t

= div (λ(T )gradT ), (1)

ãäå ρ � ïëîòíîñòü [êã/ì3] , T ∗ � òåìïåðàòóðà ôàçîâîãî ïåðåõîäà [K] ,

cν(T )=

{
c1(x, y, z), T<T ∗,
c2(x, y, z), T>T ∗,

óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü [Äæ/êã K],

λ(T )=

{
λ1(x, y, z), T<T ∗,
λ2(x, y, z), T>T ∗,

êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè [Âò/ì K ],

k = k(x, y, z) � òåïëîòà ôàçîâîãî ïåðåõîäà. Äëÿ óðàâíåíèÿ (1) â ðàñ÷åòíîé
îáëàñòè Ω çàäàþòñÿ íà÷àëüíûå

T (0, x, y, z) = T0(x, y, z), (2)

è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

αq + b(Tair − Tz=0) = εσ(T 4
z=0 − T 4

air) + λ
∂T

∂z
, (3)
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T

∣∣∣∣
Ωi

= Ti(t), i = 1, . . . , n, (4)

∂T

∂x

∣∣∣∣
x=±Lx

=
∂T

∂y

∣∣∣∣
y=±Ly

=
∂T

∂z

∣∣∣∣
z=±Lz

= 0, (5)

ãäå Tair � òåìïåðàòóðà âîçäóõà, σ = 5, 67 · 10−8
[
Wt/(m2K4)

]
� ïî-

ñòîÿííàÿ Ñòåôàíà-Áîëüöìàíà, b = b(t, x, y) � êîýôôèöèåíò òåïëîîáìåíà,
ε = ε(t, x, y) � êîýôôèöèåíò �ñåðîñòè�, q(t) � ñóììàðíàÿ ñîëíå÷íàÿ ðàäè-
àöèÿ, α = α(t, x, y) � äîëÿ ýíåðãèè, óøåäøàÿ íà íàãðåâ ãðóíòà, êîòîðàÿ
â îáùåì ñëó÷àå çàâèñèò îò ñîñòîÿíèÿ àòìîñôåðû, óãëà ïàäåíèÿ ñîëíå÷íûõ
ëó÷åé, ò.å. øèðîòû ìåñòíîñòè è âðåìåíè ñóòîê.

Íåëèíåéíîå êðàåâîå óñëîâèå (3) ñâÿçàíî ñ ó÷åòîì ñîëíå÷íîãî èçëó÷åíèÿ
ïðè èñïîëüçîâàíèè ìîäåëèðîâàíèÿ òåìïåðàòóðíîãî ðåæèìà ãðóíòà â êðèî-
ëèòîçîå. Ïîä çäàíèåì ñî ñâàéíûì ôóíäàìåíòîì è ïðîâåòðèâàåìûì ïîäïî-
ëüåì ïåðåõîäèò â óñëîâèå

b(Tair − Tz=0) = λ
∂T

∂z
. (6)

Â ýòîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå Ωi ðàññìàòðèâàþòñÿ òåðìîìåòðè÷åñêèå ñêâàæèíû,
èñïîëüçóåìûå äëÿ ìîíèòîðèíãà òåìïåðàòóðíîãî ðåæèìà ãðóíòà, à òàêæå äëÿ
ôîðìèðîâàíèÿ íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ (2) è äëÿ çàäàíèÿ ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ
(4) íà ïîâåðõíîñòè ñåçîííî äåéñòâóþùèõ îõëàæäàþùèõ óñòðîéñòâ [4, 11],
ïðèìåíÿåìûõ äëÿ òåðìîñòàáèëèçàöèè ãðóíòà.

Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ òåïëîâûõ ïîëåé â ãðóíòå íà ñåâåðíûõ íåôòåãàçîâûõ
ìåñòîðîæäåíèÿõ ðàññìàòðèâàåòñÿ ãðàíè÷íîå óñëîâèå (3), ïîñêîëüêó ó÷åò èí-
òåíñèâíîñòè ñîëíå÷íîãî èçëó÷åíèÿ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí ïðè ïðèâÿçêå
àëãîðèòìà ê êîíêðåòíîìó ãåîãðàôè÷åñêîìó ìåñòó. Âíóòðåííèå ãðàíèöû Ωi

ïîçâîëÿþò ó÷èòûâàòü òåìïåðàòóðíîå âëèÿíèå äîáûâàþùèõ è íàãíåòàòåëü-
íûõ ñêâàæèí [8].

Îñîáóþ ðîëü ïðè ìîäåëèðîâàíèè òåìïåðàòóðíîãî ðåæèìà ãðóíòà, íàïðè-
ìåð, âîêðóã îïîð æåëåçíîäîðîæíîãî ìîñòà â êðèîëèòîçîíå èãðàþò òåðìîìåò-
ðè÷åñêèå ñêâàæèíû Ωi , òåìïåðàòóðíûå äàííûå êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ äëÿ
ìîäåëèðîâàíèÿ êðàåâîãî óñëîâèÿ (2) ñ ó÷åòîì ïðåäûñòîðèè òåìïåðàòóðíîãî
ðåæèìà ãðóíòà íà äëèòåëüíîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè è òðåíäà ïîòåïëåíèÿ
êëèìàòà [12, 13]

II ×èñëåííûå ðàñ÷åòû

Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ äëÿ âàæíîãî êëàññà çàäà÷,
ñâÿçàííûõ ñ ðàñïðîñòðàíåíèåì òåìïåðàòóðíûõ ïîëåé îò äîáûâàþùèõ ñêâà-
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æèí íà ñåâåðíûõ íåôòåãàçîâûõ ìåñòîðîæäåíèÿõ. Çàìåòèì, ÷òî òàêèå ðàñ-
÷åòû ïðîâîäèëèñü äëÿ 15-òè ðîññèéñêèõ ñåâåðíûõ íåôòåãàçîâûõ ìåñòîðîæ-
äåíèé, â ðåçóëüòàòå êîòîðûõ áûëè äàíû ïðîãíîçû èçìåíåíèÿ ãðàíèö ÌÌÏ
ïðè îáóñòðîéñòâå êóñòîâûõ ïëîùàäîê, à òàêæå ðàññìàòðèâàëèñü ðàçëè÷íûå
âàðèàíòû ýêñïëóàòàöèè èíæåíåðíûõ îáúåêòîâ. Äëÿ äâóõ ñêâàæè îñíîâíûå
òåïëîâûå ïîòîêè ïðèâåäåíû íà ðèñ. 1.

Íà ýòàïå ïðîåêòèðîâàíèÿ êóñòîâûõ ïëîùàäîê áûëè ïîëó÷åíû îïòèìàëü-
íûå ïàðàìåòðû òåïëîèçîëÿöèîííûõ ìàòåðèàëîâ, äàíû ðåêîìåíäàöèè ïî ñíè-
æåíèþ òåïëîâîãî âëèÿíèÿ òåõíè÷åñêèõ ñèñòåì íà ÌÌÏ, â òîì ÷èñëå è çà
ñ÷åò èõ îïòèìàëüíîãî ðàçìåùåíèÿ íà êóñòîâîé ïëîùàäêå ñ öåëüþ ìèíèìèçà-
öèè ïëîùàäè êóñòîâîé ïëîùàäêè, çàòðàòû íà îáóñòðîéñòâî êîòîðîé ðàñòóò ñ
óâåëè÷åíèåì åå ïëîùàäè. Òî÷íîñòü ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ
òåìïåðàòóðíûõ ïîëåé íà êóñòîâûõ ïëîùàäêàõ ïî ðàçðàáîòàííîìó ïðîãðàìì-
íîìó êîìïëåêñó äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ (1)�(5) áûëà ïðîâåðåíà â 2012 ãîäó äëÿ
ðîññèéñêîãî íåôòÿíîãî ìåñòîðîæäåíèÿ �Ðóññêîå�, äëÿ êîòîðîãî ïîëó÷åííûå
÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû îòëè÷àëèñü îò ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ìåíåå 5% ÷åðåç 3
ãîäà ïîñëå íà÷àëà ýêñïëóàòàöèèäàííîãî ìåñòîðîæäåíèÿ [4].

Ðàññìîòðèì êóñòîâóþ ïëîùàäêó îäíîãî èç ñåâåðíûõ íåôòåãàçîâûõ ìåñòî-
ðîæäåíèé ñ ãðóíòîì, ÿâëÿþùèìñÿ ñóãëèíêîì ñî ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðàìè.
Òåïëîïðîâîäíîñòü ì¼ðçëîãî ãðóíòà � 1,82 Âò/(ì Ê), òàëîãî � 1,58 Âò/(ì Ê),
îáúåìíàÿ òåïëîåìêîñòü ì¼ðçëîãî ãðóíòà � 2130 êÄæ/(ì3 K), òàëîãî �
3140 êÄæ/(ì3 K), îáúåìíàÿ òåïëîòà ôàçîâîãî ïåðåõîäà � 1,384 · 105

êÄæ/(ì3 K), òåìïåðàòóðà ÌÌÏ (òåìïåðàòóðà ãðóíòà íèæå ãðàíèöû âëè-
ÿíèÿ ãîäîâûõ êëèìàòè÷åñêèõ èçìåíåíèé) � Tp = −0, 7◦C .

Îòñûïêà êóñòîâîé ïëîùàäêè òîëùèíîé 2,5 ìåòðà ñîñòîèò èç òðåõ ñëî-
åâ: ïåíîïëåêñ (òîëùèíîé 0,2 ì ñ ïëîòíîñòüþ 35,0 êã/ì3 , òåïëîïðîâîäíîñòüþ
0,031 Âò/(ì K), óäåëüíîé òåïëîåìêîñòüþ 1,53 êÄæ/(êã K)), ïåñîê (òîëùè-
íîé 2,0 ì ñ ïëîòíîñòüþ 1600 êã/ì3 , òåïëîïðîâîäíîñòüþ 0,47 Âò/(ì K) è
óäåëüíîé òåïëîåìêîñòüþ 0,84 êÄæ/(êã K) è áåòîííàÿ ïëèòà ñâåðõó (òîëùè-
íîé 0,3 ì ñ ïëîòíîñòüþ 2500 êã/ì3 , òåïëîïðîâîäíîñòüþ 1,69 Âò/(ì Ê) è
óäåëüíîé òåïëîåìêîñòè 0,84 êÄæ/(êã Ê).

Ðàññìîòðèì íà äàííîé êóñòîâîé ïëîùàäêå äâå ñêâàæèíû íà ðàññòîÿíèè
10 ì äðóã îò äðóãà. Ðàäèóñ ñêâàæèí ñîñòàâëÿåò 0,089 ì. Òåìïåðàòóðà â ñêâà-
æèíàõ ñîñòàâëÿåò 45◦C . Â ñêâàæèíàõ èìååòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ òåïëîèçîëÿ-
öèÿ. Ýòî öåìåíòíàÿ îáîëî÷êà òîëùèíîé 0,176 ì è âåðõíÿÿ ÷àñòü ñêâàæè-
íû äî 22 ì èìååò äâå äîïîëíèòåëüíûå èçîëÿöèîííûå îáîëî÷êè: äî ðàäèóñà
0,410 ì âñòàâëåí ñëîé ïåíîïëåêñà, äî ðàäèóñà 0,5 ì � öåìåíò. Íà ðèñ. 2
ïðåäñòàâëåíà äèíàìèêà èçìåíåíèÿ òåïëîâûõ ïîëåé â ãðóíòå îò ýòèõ äâóõ
ñêâàæèí, ýêñïëóàòèðóåìûõ â òå÷åíèå 10 ëåò.

Ïðèâåäåííûå ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà â ãðóíòå
ìåæäó äâóìÿ ñêâàæèíàìè ïðîèñõîäèò ñ áîëüøåé ñêîðîñòüþ, ÷åì äëÿ îäèíî÷-
íîé ñêâàæèíû. Äåéñòâèòåëüíî, íà ðèñ. 2 òåïëîâûå ïîëÿ îò ñêâàæèí â íàïðàâ-
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Ðèñ. 2: Òåïëîâûå ïîëÿ îò äâóõ îäèíàêîâûõ ñêâàæèí.

ëåíèè ãðàíèö ðàñ÷åòíîé îáëàñòè äâèæóòñÿ ñ ìåíüøåé ñêîðîñòüþ. Ïðè ýòîì
âûáîð ðàçìåðîâ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè èãðàåò âàæíîå çíà÷åíèå. Â íàøåì ñëó÷àå
ïðè ðàñïîëîæåíèè ñêâàæèí íà ðàññòîÿíèè 10 ìåòðîâ äðóã îò äðóãà, ðàññòî-
ÿíèå äî ãðàíèö ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ñîñòàâèëî 20 ìåòðîâ. Åñëè óìåíüøèòü
ðàññòîÿíèå, íàïðèìåð, äî 10 ìåòðîâ, òî âîçíèêíåò ýôôåêò �òåðìîñà� è ïî-
ëó÷åííûûå ðåçóëüòàòû íå áóäóò àäåêâàòíî ïåðåäàâàòü äèíàìèêó èçìåíåíèÿ
òåìïåðàòóðíîãî ðåæèìà ãðóíòà íà áîëüøîì âðåìåííîì èíòåðâàëå.
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Ââåäåíèå

Ñîãëàñíî òåîðèè àêòèâíîãî çðåíèÿ [18], âûäàþùèìñÿ ðåçóëüòàòàì À.Ë.
ßðáóñà [21] è ðàáîòàì ïî ìîäåëèðîâàíèþ çðèòåëüíûõ ïóòåé [16], ñòðóêòó-
ðà òðàåêòîðèé îñìîòðà èçîáðàæåíèé è ñöåí ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê âàæíûé
êëþ÷ ê ïîíèìàíèþ ìåõàíèçìîâ çðèòåëüíîãî âíèìàíèÿ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
ôîðìà òðàåêòîðèè îñìîòðà ïîçâîëÿåò îöåíèòü âêëàä äîìèíèðóþùåãî òè-
ïà çðèòåëüíîãî âíèìàíèÿ (ôîêàëüíîãî èëè ïðîñòðàíñòâåííîãî). Íåñìîòðÿ
íà èíòåíñèâíûå èññëåäîâàíèÿ ýòîé ïðîáëåìû ñ èñïîëüçîâàíèåì ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûõ ìåòîäîâ, ìíîãèå åå ôóíäàìåíòàëüíûå àñïåêòû îñòàþòñÿ íåðå-
øåííûìè. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå íåïîëíîòó è ïðîòèâîðå÷èâîñòü èçâåñòíûõ
ôàêòîâ è ãèïîòåç î ìåõàíèçìàõ ïåðåâîäà âçãëÿäà, ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè
ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê âàæíûé èíñòðóìåíò ïðè èõ èññëåäîâàíèè [13]. Íàñòî-
ÿùàÿ ðàáîòà íàïðàâëåíà íà ïîèñê êîëè÷åñòâåííûõ ïàðàìåòðîâ òðàåêòîðèé
îñìîòðà èçîáðàæåíèé ñ ïîìîùüþ èììèòàöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ìåõàíèç-
ìîâ òîðìîæåíèÿ (inhibition)è îáëåã÷åíèÿ (facilitation) âîçâðàòà âçãëÿäà.

I Àêòóàëüíîñòü èññëåäîâàíèÿ

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïîëó÷åíî äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî ýêñïåðèìåíòàëüíûõ
ôàêòîâ î âîçìîæíîì ó÷àñòèè ìåõàíèçìîâ òîðìîæåíèÿ è îáëåã÷åíèÿ âîçâðà-
òà âçãëÿäà â ðåàëèçàöèè ðàçëè÷íûõ çðèòåëüíûõ ôóíêöèé [1, 3, 4, 6, 7, 8, 9,
10, 14, 15, 20]. Â ñòàòüÿõ ïîäðîáíî àíàëèçèðóþòñÿ îêóëîìîòîðíûå, ýíäîãåí-
íûå è ýêçîãåííûå ñâîéñòâà, îïðåäåëÿþùèå âîçíèêíîâåíèå ýòèõ ôåíîìåíîâ,
èõ ïðîñòðàíñòâåííûå è âðåìåííûå ñâîéñòâà. Òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî âçàèìî-
äåéñòâèå ýòèõ äâóõ ñâîéñòâ çðåòèëüíîé ñèñòåìû çàâèñèò îò ìíîãèõ ôàêòî-
ðîâ, âêëþ÷àÿ çàäà÷ó âèçóàëüíîãî âîñïðèÿòèÿ, õàðàêòåð ýêñïåðèìåíòàëüíûõ
ñòèìóëîâ è ìåòîä ðåãèñòðàöèè îòâåòîâ èñïûòóåìûõ, è ðåãóëèðóåòñÿ ìåõà-
íèçìàìè íèæíåãî (bottom-up) è âåðõíåãî (top-down) óðîâíåé âíèìàíèÿ [10].

1Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ïðîåêòà ÑÏ-11-23-04 Ïðîãðàììû ñòðàòåãè÷åñêîãî è àêàäåìè÷åñêîãî ëè-
äåðñòâà Þæíîãî ôåäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà Ïðèîðèòåò-2030.
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Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òîðìîæåíèå âîçâðàòà ðàáîòàåò ïðè îñìîòðå ïðîñòûõ
èçîáðàæåíèé [6, 9], à ôåíîìåí îáëåã÷åíèÿ âîçâðàòà âêëþ÷àåòñÿ ïðè âîñïðè-
ÿòèè ñëîæíûõ èçîáðàæåíèé è ðåøåíèè ñëîæíûõ çðèòåëüíûõ çàäà÷ [4, 8].
Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî êîëè÷åñòâåííûé àíàëèç âêëàäà ðàçëè÷íûõ ôàêòîðîâ â
ôîðìèðîâàíèå çðèòåëüíûõ ìàðøðóòîâ äî ñèõ ïîð íå ïðîâåäí, ðåçóëüòàòû
îòå÷åñòâåííûõ [12, 17] è çàðóáåæíûõ èññëåäîâàíèé [5] ïîçâîëÿþò ïðåäïîëî-
æèòü, ÷òî ñâîéñòâà äâèæåíèé ãëàç, òàêèå êàê âîçâðàòíûå ôèêñàöèè è îñî-
áåííîñòè òðàåêòîðèè îñìîòðà, ìîãóò áûòü èçìåðÿåìûìè ïàðàìåòðàìè äëÿ
òàêîãî àíàëèçà.

II Ìîäåëü

Ðàçðàáîòàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìåõàíèçìîâ ôîð-
ìèðîâàíèÿ çðèòåëüíûõ ìàðøðóòîâ ïðè îñìîòðå ñëîæíûõ èçîáðàæåíèé
è àíàëèçà ïåðâè÷íûõ ïðèçíàêîâ â ðàçëè÷íûõ ôðàãìåíòàõ èçîáðàæåíèé
(Ðèñ. 1), â îñíîâå êîòîðîé ëåæèò ïîâåäåí÷åñêàÿ ìîäåëü çðåíèÿ [12, 17].

Ðèñ. 1: Áëîê-ñõåìà ìîäåëè.

Àëãîðèòì ôîðìèðîâàíèÿ êàðòû ïðèçíàêîâ è ïðîöåäóðà âûáîðà òî÷åê
ôèêñàöèè âçãëÿäà â ìîäåëè èìèòèðóþò ñâîéñòâà àêòèâíîãî çðèòåëüíîãî
âîñïðèÿòèÿ, ïðåæäå âñåãî � ïðîñòðàíñòâåííî-íåîäíîðîäíîå ïðåäñòàâëåíèå
èíôîðìàöèè îò öåíòðà ê ïåðèôåðèè ïîëÿ çðåíèÿ.
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Êàðòà ïðèçíàêîâ ôîðìèðóåòñÿ â ñîîòâåòñâèè ñ ôîðìóëîé (1), êîòîðàÿ
âêëþ÷àåò ðàñïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà êîìáèíàöèé ïåðâè÷íûõ ïðèçíàêîâ, ñå-
ìàíòè÷åñêè çíà÷èìûõ îáúåêòîâ è îáëàñòåé èíòåðåñà, îïðåäåëåíûõ èç ðåçóëü-
òàòîâ ïñèõîôèçè÷åñêèõ îáñëåäîâàíèé ïî ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàñïîëîæåíèþ
ôèêñàöèé âçãëÿäà.

F ij=
∑

k,l,m,n(KFp · fpk,ij +KFc · fcl,ij +KFobj · objm,ij +KFmir ·mirn,ij) (1)

ãäå: fpk,ij � ðàñïðåäåëåíèå ïåðâè÷íûõ ïðèçíàêîâ, òàêèõ êàê îðèåíòèðîâàí-
íûå ïåðåïàäû è êîíòðàñòíûå ýëåìåíòû, âûäåëåííûõ â ðàçíûõ öâåòîâûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ (Grayscale, RGB, HSV, CIEKAM è äð.) íà ðàçëè÷íûõ óðîâíÿõ
ðàçðåøåíèÿ, ïîëó÷àåìûõ ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêèõ ñâåðòîê ñ Ãàóññèàíîì
(5x5 to 19x19); fc l,ij � êîìáèíàöèè ïåðâè÷íûõ ïðèçíàêîâ äëÿ äåòåêòèðîâàíèÿ
ñëîæíûõ ýëåìåíòîâ èçîáðàæåíèÿ (óãëû, äëèííûå ëèíèè, îáëàñòè ñ ðåçêèìè
ïåðåïàäàìè ÿðêîñòè è ò.ä.); odjm,ij � îáëàñòè ñåìàíòè÷åñêè çíà÷èìûõ îáúåê-
òîâ íà èçîáðàæåíèè (ëþäè, ëèöà ëþäåé, íàäïèñè, çíàêè); mirn,ij � îáëàñòè
èíòåðåñà, èäåíòèôèöèðîâàííàÿ èç íàêîïëåííûõ ðåçóëüòàòîâ ïñèõîôèçè÷å-
ñêèõ òåñòîâ ïî ñâîáîäíîìó îñìîòðó èçîáðàæåíèé; êîýôôèöèåíòû K � âåñà
êàæäîé êîìïîíåíòû; èíäåêñû (k, l, m, n) � ïîðÿäêîâûå íîìåðà ïðèçíàêà â
ïðåäåëàõ êàæäîé êîìïîíåíòû.

Îñíîâíûì áëîêîì ÿâëÿåòñÿ ïðîöåäóðà îïðåäåëåíèÿ n-é òî÷êè è âðåìåíè
t (êîëè÷åñòâî òàêòîâ ìîäåëè) ôèêñàöèè �âõîäíîãî îêíà� [12, 17], èìèòèðó-
þùåãî ñâîéñòâà çðèòåëüíîé ñèñòåìû (Ðèñ. 2), òàêèå êàê èçìåíåíèå ðàçìåðà
ðåöåïòèâíûõ ïîëåé îò öåíòðà ê ïåðèôåðèè, ïðîñòðàíñòâåííàÿ íåîäíîðîä-
íîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ èíôîðìàöèè, ïåðåâîä âçãëÿäà, ñâÿçêà âîçáóæäàþùåãî
è òîðìîçíîãî íåéðîíîâ, ëàòåðàëüíîå òîðìîæåíèå. �Âõîäíîå îêíî� ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé íåñêîëüêî êîíöåíòðè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé ðàäèóñà Rk (èìèòèðó-
þùèå ðàçíûå ïîëÿ çðåíèÿ), ðàçáèòûõ íà ñåêòîðà ëó÷àìè. Óçëû ñòðóêòóðû,
îáðàçîâàííûå ïåðåñå÷åíèåì ëó÷åé è îêðóæíîñòåé, òàêæå ÿâëÿþòñÿ öåíòðà-
ìè îêðóæíîñòåé ðàäèóñà rk . Íàèìåíüøàÿ îêðóæíîñòü (ïðè ê=0) íàçûâàåòñÿ
ôîâåàëüíûì óðîâíåì. Ðàäèóñ ðàáî÷åé îáëàñòè êàæäîãî óçëà (�ðåöåïòèâíîå
ïîëå�) rk çàâèñèò îò òèïà ïîëÿ çðåíèÿ � íà ïåðâîì (ôîâåàëüíîì) óðîâíå
ðàçìåð ìèíèìàëåí, íà ïîñëåäíåì (ïåðèôåðè÷åñêîì) � ìàêñèìàëåí.

Â êàæäîì k -ì óçëå �âõîäíîãî îêíà� âû÷èñëÿåòñÿ ñóììà Sk âñåõ çíà÷å-
íèé ïðèçíàêîâîé êàðòû F ij , ïîïàäàþùèõ â åãî �ðåöåïòèâíîå ïîëå�, ïîñëå
÷åãî çíà÷åíèÿ F i,j â ôîâåàëüíîé îáëàñòè �âõîäíîãî îêíà�, óìåíüøàþòñÿ íà
çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà `òîðìîæåíèÿ âîçâðàòà K ior . Åñëè õîòÿ áû â îäíîì
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Ðèñ. 2: Ñõåìà �âõîäíîãî îêíà� ìîäåëè.

èç óçëîâ Sk ïðåâûøàåò çàäàííûé ïîðîã, òî öåíòð �îêíà� ïåðåìåùàåòñÿ â òîò
óçåë, â êîòîðîì çíà÷åíèå Sk ìàêñèìàëüíî. Âðåìÿ ôèêñàöèè tn â òåêóùåé
n-é òî÷êå õàðàêòåðèçóåòñÿ êîëè÷åñòâîì òàêòîâ ìîäåëè, êîòîðûå îêíî ðàñ-
ïîëàãàëîñü â íåé äî ïåðåìåùåíèÿ â ñëåäóþùóþ (n+1)-þ òî÷êó ôèêñàöèè.
Ôîðìèðîâàíèÿ ìîäåëüíîé òðàåêòîðèè çàêàí÷èâàåòñÿ ïî äîñòèæåíèþ çàäàí-
íîãî êîëè÷åñòâà òî÷åê ôèêñàöèè �âõîäíîãî îêíà� (n=100), ëèáî êîãäà íà
ïðèçíàêîâîé êàðòå íå îñòàþòñÿ òî÷åê äëÿ âîçìîæíîé ñëåäóþùåé ôèêñàöèè.

III Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ

Â â áèîëîãîèíñïèðèðîâàííûõ ìîäåëÿõ îñìîòðà èçîáðàæåíèé, êàê ïðàâè-
ëî, íå ó÷èòûâàåòñÿ ìåõàíèçì ïîäàâëåíèÿ âîçâðàòà âçãëÿäà, ÷òî ìîæåò ïðè-
âîäèòü ê çàöèêëèâàíèþ ìîäåëè. Ôîðìàëèçàöèÿ âêëàäà òîðìîæåíèÿ âîçâðà-
òà ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü áîëåå ðåàëèñòè÷íóþ ìîäåëü îñìîòðà èçîáðàæåíèé.
Ïðè ïðîâåäåíèè èìèòàöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íàìè îöåíèâàëèñü ñòðóêòó-
ðà òðàåêòîðèè îñìîòðà è êîëè÷åñòâî âîçâðàòíûõ ôèêñàöèé �âõîäíîãî îêíà�
ïðè âàðüèðîâàíèè K ior è ñòåïåíè çíà÷èìîñòè ïåðâè÷íûõ ïðèçíàêîâ KFp

èç ôîðìóëû (1). Èçîáðàæåíèÿìè äëÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ áû-
ëè âûáðàíû ñòîï-êàäð âèäåîêëèïà èç àííîòèðîâàííîé áàçû ýìîöèîíàëüíûõ
äàííûõ Creative Commons (http://liris-accede.ec-lyon.fr) [2] è ðåïðîäóêöèÿ
êàðòèíû Øèøêèíà �Â ëåñó ãðàôèíè Ìîðäâèíîâîé�. Â êà÷åñòâå ïåðâè÷íîãî
ïðèçíàêà èñïîëüçîâàëñÿ ãðàäèåíò ÿðêîñòè íà ñåðîì èçîáðàæåíèè, âû÷èñ-
ëåííûé ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà Ñîáåëÿ ñ ðàçìåðîì 3õ3 äëÿ òðåõ óðîâíåé Ãàó-
ñîâîãî ðàçìûâàíèÿ (ðàçìåð ÿäðà 5). Ïðèçíàêîâàÿ êàðòà F i,jôîðìèðîâàëàñü
íà îñíîâå îöåíêè â îáëàñòè 7õ7 óãëîâûõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó öåíòðàëüíûì
è îñòàëüíûìè ýëåìåíòàìè. Äèàïàçîí ñîîòíîøåíèÿ îðèåíòèðîâàííûõ ïåðå-
ïàäîâ â ëîêàëüíîé îáëàñòè áûë îò 45 äî 285◦ . Ñòðóêòóðà �âõîäíîãî îêíà�
ñîñòîÿëà èç 3-õ ðàäèàëüíûõ êîëåö (äèàìåòð 2, 5, 10 ãðàäóñîâ ïîëÿ çðåíèÿ)
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è 32-õ ëó÷åé, ðàñõîäÿùèõñÿ èç öåíòðà ñ øàãîì 11.25◦ . Ðàçìåð ðåöåïòèâíûõ
ïîëåé âûáèðàëñÿ 0.5, 1, 1.5 ãðàäóñîâ ïîëÿ çðåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî äëÿ êàæ-
äîãî èç òðåõ ðàäèàëüíûõ óðîâíåé.

Áûëî âûÿâëåíî, ÷òî ñ óìåíüøåíèåì K ior ìîäåëü â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ
ôîðìèðóåò òðàåêòîðèè ôîêàëüíîãî òèïà (Ðèñ. 3a). Íàïðîòèâ, ïî ìåðå óâåëè-
÷åíèÿ K ior ïðåîáëàäàëè òðàåêòîðèè ïðîñòðàíñòâåííîãî òèïà (Ðèñ. 3á). Ïðè
ýòîì âåðîÿòíîñòü âîçâðàòíûõ ôèêñàöèé óìåíüøàåòñÿ ïðè óâåëè÷åíèè êî-
ýôôèöèåíòà òîðìîæåíèÿ âîçâðàòà (òàáëèöà 1) è äîñòîâåðíî âûøå (p<0,05
ïî t -êðèòåðèþ Ñòüþäåíòà) äëÿ ôîêàëüíûõ òðàåêòîðèé, ÷åì äëÿ ïðîñòðàí-
ñòâåííûõ. Êðîìå òîãî, ïîìèìî ðàçëè÷èé â êîëè÷åñòâå âîçâðàòíûõ ôèêñàöèé
ìåæäó ôîêàëüíîé è ïðîñòðàíñòâåííîé òðàåêòîðèÿìè, òàêæå áûëè îáíàðó-
æåíû (íà óðîâíå òåíäåíöèè) ðàçëè÷èÿ ïî àìïëèòóäå ñìåùåíèÿ �âõîäíîãî
îêíà�.

Ðèñ. 3: Ïðèìåðû òðàåêòîðèé ñêàíèðîâàíèÿ ìîäåëè ïðè îáðàáîòêå ñòîï-êàäðà
âèäåîêëèïà N9748 èç áàçû äàííûõ LIRIS-ACCORD [2] . Â îáîèõ ñëó÷à-
ÿõ äèàìåòð ìàëûõ îêðóæíîñòåé ïðîïîðöèîíàëåí äëèòåëüíîñòè ôèêñàöèè
�âõîäíîãî îêíà� â òåêóùèõ òî÷êàõ. à) òðàåêòîðèÿ îñìîòðà ôîêàëüíîãî òèïà
(K ior=1); á) òðàåêòîðèÿ îñìîòðà ïðîñòðàíñòâåííîãî òèïà (K ior=5).

Òàáëèöà 1: Çàâèñèìîñòü âåðîÿòíîñòè âîçâðàòíûõ ôèêñàöèé �âõîäíîãî îêíà�
îò êîýôôèöèåíòà òîðìîæåíèÿ âîçâðàòà K ior

Kior Âåðîÿòíîñòü âîçâðàòíûõ ôèêñàöèé
1 0,15
2 0,05
3 0,02
4 0,02
5 0,005
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Äëÿ âåðèôèêàöèè ìîäåëè ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ñðàâ-
íèâàëèñü ñ ðåçóëüòàòàìè íàøèõ ïñèõîôèçè÷åñêèõ òåñòîâ, ïðîâåäåííûõ ðà-
íåå [12, 13, 17]. Ìû èñïîëüçîâàëè ýêñïåðèìåíòàëüíûå íàáîðû äàííûõ, ïîëó-
÷åííûå íà îäíîé è òîé æå âûáîðêå äîáðîâîëüöåâ (n=12) ïðè âûïîëíåíèè
äâóõ çàäàíèé, à èìåííî ñâîáîäíîãî îñìîòðà òðåõ èçîáðàæåíèé, èñïîëüçî-
âàííûõ â ðàáîòå À.Ë. ßðáóñà [21], è ïîèñêà íà íèõ èçìåíåííûõ ôðàãìåíòîâ
ñ ðàçëè÷íûìè èíñòðóêöèÿìè ïåðåä òåñòèðîâàíèåì. Âûÿâëåíî, ÷òî âåðîÿò-
íîñòü âîçâðàòíûõ ôèêñàöèè áûëà äîñòîâåðíî âûøå (p<0,05 ïî t -êðèòåðèþ
Ñòüþäåíòà) ïðè ñâîáîäíîì îñìîòðå èçîáðàæåíèé, ÷åì ïðè ðåøåíèè ïîèñêî-
âîé çàäà÷è.

Òàê æå áûëî âûÿâëåíî, ÷òî êîëè÷åñòâî âîçâðàòíûõ ôèêñàöèé â ìîäå-
ëè çàâèñèò îò ñòåïåíè çíà÷èìîñòè ïåðâè÷íûõ ïðèçíàêîâ KFr (òàáëèöà 2),
à èìåííî, ïðè óâåëè÷åíèè çíà÷èìîñòè ëîêàëüíûõ ïðèçíàêîâ èçîáðàæåíèÿ,
êîëè÷åñòâî âîçâðàòíûõ ôèêñàöèé óâåëè÷èâàåòñÿ, ÷òî ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ
òèïà îñìîòðà ñ ôîêàëüíîãî íà ïðîñòðàíñòâåííûé è ìîæåò îòðàæàòü ðàçíûå
òèïû âíèìàíèÿ ó ÷åëîâåêà.

Òàáëèöà 2: Çàâèñèìîñòü âåðîÿòíîñòè âîçâðàòíûõ ôèêñàöèé �âõîäíîãî îêíà�
îò ñòåïåíè çíà÷èìîñòè ïåðâè÷íûõ ïðèçíàêîâ KFr

KFr

Âåðîÿòíîñòü âîçâðàòíûõ ôèêñàöèé
íà èçîáðàæåíèè èç áàçû äàííûõ

LIRIS-ACCELERATE

Âåðîÿòíîñòü âîçâðàòíûõ ôèêñàöèé
íà êàðòèíå Øèøêèíà �Â ëåñó

ãðàôèíè Ìîðäâèíîâîé�
5 0,08 0,04
10 0,21 0,13
15 0,35 0,14
20 0,36 0,27

Çàêëþ÷åíèå

Ïðè êîìïüþòåðíîì ìîäåëèðîâàíèè áûëî âûÿâëåíî, ÷òî òèï òðàåêòîðèè
îñìîòðà (ôîêàëüíûé èëè ïðîñòðàíñòâåííûé) êîððåëèðóåò ñ âåðîÿòíîñòüþ
âîçâðàòíûõ ôèêñàöèé �âõîäíîãî îêíà�, êîòîðàÿ çàâèñèò îò ñòåïåíè âîçäåé-
ñòâèÿ ìåõàíèçìà çàïðåòà íà âîçâðàò è ñèëû ïðèçíàêîâîãî ïðèòÿæåíèÿ.
Ïðåäïîëîæåíèå î âîçìîæíîñòè êîëè÷åñòâåííîé îöåíêè ñòðóêòóðû òðàåê-
òîðèè îñìîòðà ñ èñïîëüçîâàíèåì âîçüçîâðàòíûõ ôèêñàöèé ïîäòâåðæäàåòñÿ
ðåçóëüòàòàìè ïñèõîôèçè÷åñêèõ îáñëåäîâàíèé ïðè ñâîáîäíîì îñìîòðå è ïî-
èñêå èçìåíåííûõ ôðàãìåíòîâ ñëîæíûõ èçîáðàæåíèé [12, 13, 17]. Ïîëó÷åí-
íûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò èñïîëüçîâàòü ðàçðàáîòàííóþ ìîäåëü â êà÷åñòâî
èíñòðóìåíòà äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ àêòèâíîãî çðèòåëüíîãî âîñïðèÿòèÿ,
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à òàêæå ðàññìàòðèâàòü âåðîÿòíîñòü âîçâðàòíûõ ôèêñàöèé â êà÷åñòâå êî-
ëè÷åñòâåííîãî êðèòåðèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñòðóêòóðû òðàåêòîðèè îñìîòðà,
êîòîðàÿ ìîæåò îòðàæàòü òèïû âíèìàíèÿ.
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Ââåäåíèå

Ìîäåëèðîâàíèå áèîëîãè÷åñêèõ íåéðîííûõ ñåòåé ñ ó÷åòîì ôèçè÷åñêèõ
ñâîéñòâ îòäåëüíûõ ýëåìåíòîâ èëè áèîëîãîïîäîáíîå ìîäåëèðîâàíèå âõîäèò
â îäíî èç áóðíî ðàçâèâàþùèõñÿ íàïðàâëåíèé â íàñòîÿùåå âðåìÿ, êîòîðîå
íàçûâàåòñÿ "âû÷èñëèòåëüíûå íåéðîíàóêè". Ñåãîäíÿ ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî
ìîäåëåé îò îòäåëüíûõ íåéðîíîâ äî ôóíêöèîíàëüíûõ ñòðóêòóð ìîçãà. Îñî-
áûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ìîäåëè îáîíÿòåëüíîãî àíàëèçàòîðà è, â ÷àñòíî-
ñòè, îáîíÿòåëüíîé ëóêîâèöû. Òàêèå ìîäåëè ïîçâîëÿþò èññëåäîâàòü âëèÿíèÿ
ðàçëè÷íûõ îäîðàíòîâ íà àêòèâíîñòü îòäåëüíûõ ñòðóêòóð îáîíÿòåëüíîé ëó-
êîâèöû.

Ìîäåëü

Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ìîäåëü îáîíÿòåëüíîé ëóêîâèöû êðûñû, ñîñòîÿùàÿ
èç ìèòðàëüíûõ è ãðàíóëÿðíûõ êëåòîê ñ ðåàëèñòè÷íîé àðõèòåêòóðîé ñâÿçè,
ãäå êàæäîé ãëîìåðóëå ñîîòâåòñòâóåò îäíà ìèòðàëüíàÿ êëåòêà, à ñâÿçè ìåæ-
äó ãëîìåðóëàìè îñóùåñòâëÿþòñÿ ïîñðåäñòâîì äåíäðîäåíäðèòíûõ êîíòàêòîâ
ìåæäó îáùèìè ãðàíóëÿðíûìè êëåòêàìè [1]. Ìîäåëü îáîíÿòåëüíîé ëóêîâèöû
áûëà ðåàëèçîâàíà â ñðåäå ìîäåëèðîâàíèÿ BRIAN 2 [2] è âêëþ÷àåò 100 ìèò-
ðàëüíûõ (ÌC) è 100 ãðàíóëÿðíûõ (ÃC) êëåòîê, êîòîðûå ôîðìèðóþò ñâÿçè
ìåæäó ñîáîé ñ âåðîÿòíîñòü 0.5 (Ðèñ.1).

ÌÑ îïèñûâàþòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé Õîäæêèíà�Õàêñëè [3] ñ 5 èîííû-
ìè êàíàëàìè � 2 íàòðèåâûõ è 3 êàëèåâûõ è âõîäíàÿ ôóíêöèÿ, èìèòèðóþùåé
äûõàòåëüíûé öèêë (ñåíñîðíûé âõîä). ÃÊ îïèñûâàëèñü ìîäåëüþ èíòåãðèðóþ-
ùåãî íåéðîíà, êîòîðîìó áûëè óñòàíîâëåíû ïàðàìåòðû äëÿ âîñïðîèçâåäåíèÿ
ñîîòíîøåíèÿ ÷àñòîòà-òîê è àíàëîãè÷íàÿ âõîäíàÿ ôóíêöèÿ, íî äëÿ òîêîâ.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ïðîåêòà ÑÏ-11-23-04 Ïðîãðàììû ñòðàòåãè÷åñêîãî è àêàäåìè÷åñêîãî ëè-
äåðñòâà Þæíîãî ôåäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà Ïðèîðèòåò-2030
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Ðèñ. 1: Ñõåìà ãëîìåðóëû â ìîäåëè îáîíÿòåëüíîé ëóêîâèöû

Óðàâíåíèå ÌÑ

dVm
dt

= −gL(Vm − EL)− gNa
m3

Na,∞(Vm − ENa
)−

−gNaPmNaP,∞(Vm − ENa
)− gKf

mKf
(Vm − EK)−

−gKAm̄KAh̄KA(Vm − EK)− gKs
mKs

hKs
(Vm − EK)+

+Isyn,I + Iinput,E,

dmkf

dt
= −

mKf

τmKf

,

dmks

dt
=
mKs,∞ −mks

τmKs

,

dhks
dt

=
hKs,∞ − hks

τhKs

,

ãäå C � åìêîñòü ìåìáðàíû, Vm � ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë, gi � ïðîâîäè-
ìîñòè èîííûõ êàíàëîâ è mihi � âîðîòíûå ïåðåìåííûå.

Óðàâíåíèå ÃÑ

τm
dVm
dt

=
(Vm − VT )

2

2∆T
− IT
gL

+
Icentrifugal,E+Isyn,E

gL
,

ãäå gL = 16.66nS,∆T = 0.1mV, IT = 0.02nA, τm = 60ms.

Âõîäíûå ôóíêöèè ÌÑ è ÃÑ

ginput,E,i(t) =
ginput,E,basal + ginjput,E,max,i

2
+

+
ginput,E,max,i + ginput,E,basal

2
[1 + cos(2π · f · t+ ϕi)],



100 "Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ"

ãäå ginput,E,basal = 4S/m2 , à ìàêñèìàëüíàÿ ïðîâîäèìîñòü ìåíÿëàñü ëèíåéíî
îò 6.6S/m2 äî 8.1S/m2 , ÷àñòîòà äûõàòåëüíîãî öèêëà � 2Ãö.

Icentrifugal,E,i(t) =
IE,base + IE,max

2
+

+
IE,max + IE,base

2
[1 + cos(2π · f · t+ ϕi −∆φ)]

ìàêñèìàëüíûé òîê ëèíåéíî ìåíÿëñÿ îò -2.5 nA äî 0 nA è IE,base= -4 nA.
Ïàðàìåòðû âîðîòíûõ ïåðåìåííûõ â ìîäåëè ÌÑ mihi çàäàþòñÿ ñèñòåìîé

óðàâíåíèé:

h∞,KS
=

1

1 + exp(Vm+65
6.6 )

,

m∞,KS
=

1

1 + exp(−Vm+34
6.5 )

,

m∞,Nap
=

1

exp(−Vm+51
5 ) + 1

,

m∞,Na
=

amNa

amNa
+ bmNa

)
,

m∞,Na
=

amNa

amNa
+ bmNa

)
,

amNa
= 0.32

Vm + 50

1− exp(−Vm+50
4 )

,

bmNa
= 0.28

Vm + 23

exp(Vm+23
5 )− 1

,

τhKs
= 100 +

110

exp(−Vm+71.6
6.85 ) + 1

,

τmKf
= 2.6ms τmKs

= 10ms.

Êàæäûé ðàç, êîãäà Vm äîñòèãàåò çíà÷åíèÿ (-30) mV, ãåíåðèðóåòñÿ ñïàéê
è Vm ñáðàñûâàëñÿ äî -65 ÌÂ, mKS óâåëè÷èâàëñÿ íà 0.03, hKs óâåëè÷èâàë-
ñÿ íà 0.002, à mKf óâåëè÷èâàëñÿ íà 0.4. Ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ óäåëü-
íûõ ïðîâîäèìîñòåé � gNa = 500S/m2 ; gNaP = 1.1S/m2 ; gKs = 310S/m2 ;
gKA = 100S/m2 ; gKf = 100S/m2 . Ïðîâîäèìîñòü óòå÷êè gL = 0.1S/m2 .
Ðåâåðñèâíûå ïîòåíöèàëû EK = -75 mV è ENa = 45 mV, è ìåìáðàííûé ðå-
âåðñèâíûé ïîòåíöèàë EL = -66.5 mV. Óäåëüíàÿ ýëåêòðîåìêîñòü ìåìáðàíû
Ñ = 0.01 F/m2 .
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Ìîäåëèðîâàíèå

Â ðåçóëüòàòå ìîäåëèðîâàíèÿ áûëà ïîëó÷åíà çàâèñèìîñòü ýëåêòðè÷åñêî-
ãî ïîòåíöèàëà îò âðåìåíè (Ðèñ 2). Ýòà àêòèâíîñòü ïðîèçâîëüíî âûáðàííîãî
íåéðîíà ïîêàçûâàåò, ÷òî ãåíåðàöèÿ ñïàéêîâ ïðîèñõîäèò íà ñòàäèè, êîãäà
âõîäíàÿ ôóíêöèÿ èìååò ìàêñèìóìû, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñòàäèè âäîõà â äû-
õàòåëüíîì öèêëå. Äàëåå áûë ðàññ÷èòàí ÷àñòîòíûé ñïåêòð, êîòîðûå êà÷å-
ñòâåííî ñõîæ ñ ðåçóëüòàòàìè ìîäåëèðîâàíèÿ â [1].

Ðèñ. 2: Àêòèâíîñòü ïðîèçâîëüíîãî íåéðîíà (à) è ñïåêòð ÷àñòîò, ïîëó÷åííûé
â ðåçóëüòàòå ìîäåëèðîâàíèÿ (á)

Ëèòåðàòóðà
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Â ðàáîòå êîíôåðåíöèè ïðèíÿëè ó÷àñòèå 37 ó÷¼íûõ èç 10 ãîðîäîâ Ðîññèè,
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íàó÷íûõ öåíòðîâ, èç êîòîðûõ 8 äîêëàäîâ áûëè ñäåëàíû ìîëîäûìè ó÷åíûìè.

Ïîäâåäÿ èòîãè ïðîâåä¼ííîé Êîíôåðåíöèè, ó÷àñòíèêè îòìå÷àþò

� âûñîêèé íàó÷íûé óðîâåíü ïðåäñòàâëåííûõ äîêëàäîâ, ðàçíîîáðàçèå òå-
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òèâà;
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