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ÑÕÅÌÀ ÊÀÁÀÐÅ Â ËÀÃÐÀÍÆÅÂÛÕ
ÏÅÐÅÌÅÍÍÛÕ1

Àôàíàñüåâ Í.À., Ãîëîâèçíèí Â.Ì.
ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, Ôàêóëüòåò Âû÷èñëèòåëüíîé
Ìàòåìàòèêè è Êèáåðíåòèêè, Ìîñêâà

Ñõåìà ÊÀÁÀÐÅ [1], ÿâëÿþùàÿñÿ ïðåäñòàâèòåëåì ñåìåéñòâà áàëàíñíî-
õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ
çàäà÷ äëÿ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà â
ýéëåðîâûõ ïåðåìåííûõ. Âîçðàñòàþùàÿ àêòóàëüíîñòü çàäà÷ âû÷èñëèòåëüíîé
îêåàíîëîãèè è âçàèìîäåéñòâèÿ óïðóãîïëàñòè÷íûõ òåë ñ ïîòîêàìè æèäêî-
ñòè è ãàçà òðåáóåò àäàïòàöèè ýòîãî ìåòîäà íà ëàãðàíæåâû è ñìåøàííûå
ýéëåðîâîëàãðàíæåâûå ïåðåìåííûå. Ðàíåå ñõåìà ÊÀÁÀÐÅ áûëà ïîñòðîåíà
äëÿ îäíîìåðíûõ óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè â ìàññîâûõ ëàãðàíæåâûõ ïå-
ðåìåííûõ, à òàêæå äëÿ òðåõìåðíûõ óðàâíåíèé äèíàìè÷åñêîé óïðóãîñòè [2].
Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîñòðîåííóþ ñõåìó íå óäàëîñü îáîáùèòü íà ìíîãîìåðíûå
çàäà÷è, â âî âòîðîì � èñïîëüçîâàëñÿ íåîáðàòèìûé ïî âðåìåíè àëãîðèòì
ïåðåäâèæåíèÿ ñåòêè.

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåí íîâûé áàëàíñíîõàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìåòîä
ðåøåíèÿ îäíîìåðíûõ è äâóìåðíûõ óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè è äèíàìè-
÷åñêîé óïðóãîñòè â ëàãðàíæåâûõ ïåðåìåííûõ. Ïîñòðîåííûé ìåòîä îáëàäàåò
ñâîéñòâîì âðåìåííîé îáðàòèìîñòè, ïðè÷åì èñïîëüçîâàíèå â ìåòîäå õàðàê-
òåðèñòèê è ëîêàëüíûõ èíâàðèàíòîâ Ðèìàíà ïîçâîëÿåò îòíîñèòåëüíî ëåãêî
¾ñøèâàòü¿ ãàçîäèíàìè÷åñêèå è óïðóãèå ÿ÷åéêè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ âçàèìî-
äåéñòâèÿ óïðóãèõ òåë ñ ïîòîêàìè ãàçà. Ìåòîä òåñòèðóåòñÿ íà ðàçëè÷íûõ
îäíîìåðíûõ è äâóìåðíûõ çàäà÷àõ äëÿ îáåèõ ñèñòåì óðàâíåíèé (ðàñïðî-
ñòðàíåíèå àêóñòè÷åñêèõ êîëåáàíèé, òåïëîâûå óäàðû ãàçà îá óïðóãîå òåëî,
ñîóäàðåíèå óïðóãèõ òåë è äð.).

Ëèòåðàòóðà

1. Karabasov S.A., Goloviznin V.M. Compact accurately boundary-adjusting
high-resolution technique for �uid dynamics // Journal of Computational
Physics. 2009. Vol. 228, N. 19. P. 7426�7451.

2. Çàéöåâ Ì.À., Êàðàáàñîâ Ñ.À. Ñõåìà Êàáàðå äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ
çàäà÷ äåôîðìèðîâàíèÿ óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ òåë // Ìàòåì. ìîäåëèðî-
âàíèå. 2017, Ò. 29, N. 11, C. 53-70.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò �20-31-90037).
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ÐÀÇÍÎÑÒÍÛÅ ÍÅÎÒÐÀÆÀÞÙÈÅ ÃÐÀÍÈ×ÍÛÅ
ÓÑËÎÂÈß ÄËß ÃÀÇÎÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÕÅÌ Ñ
ØÈÐÎÊÈÌÈ ØÀÁËÎÍÀÌÈ1

Äîðîäíèöûí Ë.Â.
Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà, Ìîñêâà

Â ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè ìíîãîìåðíûõ çàäà÷ àýðîàêóñòèêè è äåòàëü-
íîãî îïèñàíèÿ òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèé (LES) ïðèìåíÿþòñÿ ðàçíîñòíûå àë-
ãîðèòìû âûñîêîé òî÷íîñòè, êîòîðàÿ äîñòèãàåòñÿ, êàê ïðàâèëî, áëàãîäàðÿ
èñïîëüçîâàíèþ øèðîêèõ øàáëîíîâ. Â ÷èñëå òàêèõ ìåòîäîâ � ñõåìû ð¼áåð-
íîé ðåêîíñòðóêöèè (EBR) íà ïðîèçâîëüíûõ íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòêàõ [1]
è ñõåìû, ñîõðàíÿþùèå äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ, (DRP) íà ðàâíîìåðíûõ
ïðÿìîóãîëüíûõ ñåòêàõ [2]. Íàñòîÿùåå èññëåäîâàíèå ïîñâÿùåíî ïîñòðîåíèþ
óñëîâèé âáëèçè èñêóññòâåííûõ ãðàíèö ðàñ÷åòíîé îáëàñòè.

Ïðîáëåìà íåîòðàæàþùèõ èñêóññòâåííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íå òåðÿåò
àêòóàëüíîñòè. Íàïðèìåð, â àëãîðèòìàõ ãåíåðàöèè ñèíòåòè÷åñêîãî òóðáó-
ëåíòíîãî ïîëÿ íà âõîäíîé ãðàíèöå èëè ïðè ìîäåëèðîâàíèè âûõîäà ñòðóè
ëîêàëüíûå ãðàíè÷íûå óðàâíåíèÿ íåðåäêî ïðèâîäÿò ê ñèëüíîìó îòðàæåíèþ
àêóñòè÷åñêèõ âîëí. Íåëîêàëüíûå óñëîâèÿ è ïîãëîùàþùèå ñëîè (PML, [3]),
òðåáóþùèå áîëüøèõ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò, ïëîõî àäàïòèðóþòñÿ ê äàííî-
ìó êëàññó çàäà÷.

Ïîñòàíîâêè ðàçíîñòíûõ íà÷àëüíî-êðàåâûå çàäà÷è çíà÷èòåëüíî îòëè÷à-
þòñÿ îò äèôôåðåíöèàëüíûõ, îäíàêî ýòè âîïðîñû íåäîñòàòî÷íî èññëåäîâàíû
â èìåþùåéñÿ ëèòåðàòóðå. Â ÷àñòíîñòè, ñõåìû ñ øèðîêèìè øàáëîíàìè íóæ-
äàþòñÿ â áîëüøîì êîëè÷åñòâå ãðàíè÷íûõ óðàâíåíèé. Äåòàëüíûé àíàëèç áûë
ïðîâåäåí àâòîðîì â [4] äëÿ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ DRP-ñõåìû. Íàñòîÿùàÿ ðà-
áîòà ïðîäîëæàåò èññëåäîâàíèÿ [5].

Òèïè÷íûé ïðèìåð äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è ÿâëÿåò äâóìåðíîå âîëíî-
âîå óðàâíåíèå. Îäíîìåðíîå íåîòðàæàþùåå óñëîâèå íà ïðàâîé ãðàíèöå ïðè-
âîäèò ê îòðàæåíèþ êîñûõ âîëí, ïàäàþùèõ ïîä óãëîì θ , ñ êîýôôèöèåíòîì
îòðàæåíèÿ R(θ) :

∂2p

∂t2
−
(
∂2p

∂x2
+
∂2p

∂y2

)
= 0, 0 < x < X, 0 < y < Y, t > 0,

(∂p/∂t+ ∂p/∂x)|x=X = 0, (1)
p(x, y, t; ω, θ) = exp{iωt− iωx cos θ − iωy sin θ}+

+R exp{iωt+ iωx cos θ − iωy sin θ} , R = R(θ) = − tg2(θ/2) .

Îñîáåííîñòè ìíîãîìåðíûõ ñõåì ñ øèðîêèìè øàáëîíàìè âèäíû íà óðîâíå
ëèíåàðèçîâàííûõ óðàâíåíèé íà ðàâíîìåðíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ ñåòêàõ. Ñ ïî-
ìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå�Ëàïëàñà èññëåäóåòñÿ ñòðóêòóðà ðåøåíèé è

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò �20-31-90037).
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ïðåäëàãàþòñÿ íîâûå âàðèàíòû ðàçíîñòíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, êîòîðûå ïî-
íèæàþò ëîæíîå îòðàæåíèå âîëí.

I Äèôôåðåíöèàëüíûå ëèíåàðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ
Ýéëåðà

Äâóìåðíûå ëèíåàðèçîâàííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà ñ
ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè èìåþò âèä

∂U

∂t
+ Cx

∂U

∂x
+ Cy

∂U

∂y
= 0, U = ( ρ′ u′ v′ p′ )T , (2)

Cx =


u ρ 0 0
0 u 0 1/ρ
0 0 u 0
0 ρc2 0 u

 , Cy =


v 0 ρ 0
0 v 0 0
0 0 v 1/ρ
0 0 ρc2 v

 .

Îáùåå ðåøåíèå (2) ðàçëàãàåòñÿ ïî ãàðìîíèêàì ÷åòûðåõ âèäîâ � ïðàâîé
àêóñòè÷åñêîé (ñ âîëíîâûì ÷èñëîì k1 ), ëåâîé àêóñòè÷åñêîé (k2 ), ýíòðîïèé-
íîé (k3 ) è âèõðåâîé (k4 ) âîëíàì:

U(x, y, t; ω, `) =
4∑
j=1

ajÛj exp{iωt− ikjx− i`y} ,

(
Û1(θ) Û2(θ) Û3(θ) Û4(θ)

)
=


ρ ρ ρ 0

c cos θ1 c cos θ2 0 −c tg θ3
c sin θ1 c sin θ2 0 c
ρc2 ρc2 0 0

 , (3)

ãäå θ ≡ θ1, tg θj = `/kj . Ïîëíîå èçëîæåíèå ñì., íàïð., â [3].
Îòäåëüíûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò îäíîìåðíûé ñëó÷àé (θ1 = θ2 = θ3 = 0),

äàþùèé ñîáñòâåííûå âåêòîðû Ûj(0) , ðàçëîæåíèå ìàòðèöû Cx è âîëíîâûå
÷èñëà, âûïèñàííûå íèæå:

U = U(0) =
(
Û1(0) Û2(0) Û3(0) Û4(0)

)
, (4)

Cx = UΛxU
−1, Λx = diag

(
u+c, u−c, u, u

)
,

k1 =
ω

c+u
, k2 = − ω

c−u
, k3 = k4 =

ω

u
. (5)

Ïðè äîçâóêîâîì òå÷åíèè (0 < u < c) ëåâàÿ àêóñòè÷åñêàÿ âîëíà (k2 )
ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ âëåâî, îñòàëüíûå � âïðàâî. Ýòî âåðíî êàê â îäíîìåðíîì
(5), òàê è â äâóìåðíîì ñëó÷àÿõ.
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II Ñõåìû äëÿ äâóìåðíûõ óðàâíåíèé Ýéëåðà

Ïðè àïïðîêñèìàöèè äâóìåðíûõ ëèíåàðèçîâàííûõ óðàâíåíèé Ýéëåðà 2
ñõåìû ñ íàïðàâëåííûìè ðàçíîñòÿìè èìåþò îáùèé âèä

∂U

∂t
+ C+

x D+
x U + C−x D−x U + C+

y D+
y U + C−y D−y U = 0. (6)

Çäåñü D+
x and D−x � äâà ¾çåðêàëüíûõ¿ îïåðàòîðà íàïðàâëåííûõ ðàçíîñòåé,

î êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ êîòîðûõ ñêàæåì íèæå.
Ìàòðèöà Cx ðàçëàãàåòñÿ íà ¾ïîëîæèòåëüíóþ¿ è ¾îòðèöàòåëüíóþ¿ ÷àñòè

ñ ïðèìåíåíèåì ìàòðèöû U èç (4):

Cx = C+
x + C−x , C+

x = UΛ+
xU

−1, Λ+
x = diag

(
u+c, 0, u, u

)
,

C−x = UΛ−xU
−1, Λ−x = diag

(
0, u−c, 0, 0

)
.

Àíàëîãè÷íî Cy = C+
y + C−y .

Ðàçíîñòíûå îïåðàòîðû ïðåäñòàâëÿþòñÿ â ïîòîêîâîé ôîðìå, íàïðèìåð:(
D+
x u
)
j

=
f+j+1/2 − f

+
j−1/2

∆x
, f+j+1/2 =

∑
l

bluj+l .

Ñõåìû (6) ñ öåíòðàëüíûìè ðàçíîñòÿìè, îáëàäàÿ ñâîéñòâîì D+
x = D−x =

Dhx , ïðèîáðåòàþò áîëåå ïðîñòîé âèä

∂U

∂t
+ CxDhxU + CyDhyU = 0. (7)

Âûïèøåì ïðèìåðû àïïðîêñèìàöèé ïðîèçâîäíîé ïî x , óêàçûâàÿ âûðà-
æåíèÿ äëÿ ïîòîêà è ðàçíîñòè.

Ïðîòèâîïîòîêîâàÿ 4-òî÷å÷íàÿ ñõåìà EBR3 èç [1]:

f+j+1/2 =
1

6

(
2uj+1 + 5uj − uj−1

)
,
(
D+
x u
)
j

=
2uj+1 + 3uj − 6uj−1 + uj−2

6 ∆x
.

Ñèììåòðè÷íàÿ 5-òî÷å÷íàÿ ñõåìà EBR4 èç [1]:

fj+1/2 =
1

12

(
−uj+2 + 7uj+1 + 7uj − uj−1

)
,(

Dhxu
)
j

=
uj−2 − 8uj−1 + 8uj+1 − uj+2

12 ∆x
.

Ñèììåòðè÷íàÿ 7-òî÷å÷íàÿ ñõåìà DRP èç [2]:(
Dhxu

)
j

=
1

∆x

[
β1(uj+1 − uj−1) + β2(uj+2 − uj−2) + β3(uj+3 − uj−3)

]
.



8 "Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ"

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6) ðàçëàãàåòñÿ ïî 4 ðåãóëÿðíûì ìîäàì, êîòîðûå
áëèçêè ê ïðèñóùèì äâóìåðíûì óðàâíåíèÿì Ýéëåðà (3), è ïî áîëüøîìó ÷èñ-
ëó ñèíãóëÿðíûõ ìîä:

U(x, y, t; ω, `) = exp{iωt− i`y}[ 4∑
j=1

ajÛj(θ) exp{−ikjx}+
∑
j

aSj Û
S
j exp{−ikSj x}

]
.

Âîëíîâûå ÷èñëà ñèíãóëÿðíûõ ìîä kSm ïðèáëèæåííî îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç êîð-
íè q = qm õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, äàþùåãî íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå
íóëåâîãî ïîòîêà fj+1/2 :

kSm ≈
i

h
ln qm ,

∑
l

blq
l = 0 .

Äëÿ âûøåïðèâåäåííûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì âûïèøåì ãàðìîíè÷åñêèå ðåøå-
íèÿ, èñïîëüçóÿ ëèøü ãëàâíûå ÷ëåíû ðàçëîæåíèé: ñì. (3), (4).

EBR3:

U(xl, y, t; ω, `) = exp{iωt− i`y}
[ 4∑
j=1

ajÛj(θ) exp{−ikjxl}+

+
∑
j 6=2

aS1j Ûj(0) ql1 + aS12 Û2(0) q−l1 +
∑
j 6=2

aS2j Ûj(0) ql2 + aS22 Û2(0) q−l2

]
,

q1 =

√
33− 5

4
, q2 = −

√
33 + 5

4
.

Ëîæíûå ìîäû (q1 è q2 ) � áûñòðî çàòóõàþùèå.

EBR4: U(xl, y, t; ω, `) = exp{iωt− i`y} ×

×
4∑
j=1

Ûj(θ)
[
aj exp{−ikjxl}+ aS1j (−1)l + aS2j ql2 + aS3j ql3

]
,

q1 = −1, q2 = 4 +
√

15, q3 = 4−
√

15.

Êîðåíü q1 îòâå÷àåò ïèëîîáðàçíîé âîëíå; êîðíè q2 è q3 îïèñûâàþò áûñòðî
çàòóõàþùèå ýêñïîíåíòû.

DRP-ñõåìà ïðèâîäèò ê àíàëîãè÷íîìó âûðàæåíèþ, ãäå ïðèñóòñòâóþò ïà-
ðàìåòðû q1 , îòíîñÿùèéñÿ ê ïèëîîáðàçíîé âîëíå, è q2, q3, q4, q5 � çàòóõàþùèå
âîëíû.

Ãðàíè÷íîå óñëîâèå, êàê â äèôôåðåíöèàëüíîì, òàê è â ðàçíîñòíîì ñëó÷àå,
ïðèâîäèò ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé [6] îòíîñèòåëüíî
àìïëèòóä ãàðìîíèê.
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Â êà÷åñòâå ïðàâîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ äëÿ âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ ñõåì
ìîæíî ïðåäëîæèòü óñëîâèå èçëó÷åíèÿ ïðàâîé àêóñòè÷åñêîé âîëíû

dρ′N−j
dt

+ (c+u)D(j)
x ρ′N−j = 0,

du′N−j
dt

+ (c+u)D(j)
x u′N−j = 0,

dv′N−j
dt

+ (c+u)D(j)
x v′N−j = 0,

dp′N−j
dt

+ (c+u)D(j)
x p′N−j = 0. (8)

Êî âñåì ïåðåìåííûì ïðèìåíÿþòñÿ îäèíàêîâûå îïåðàòîðû D(j)
x � íàïðàâ-

ëåííûå ðàçíîñòè íà øèðîêîì øàáëîíå, çàäàííûå â óçëå N−j .
Ïðè çàäàíèè óñëîâèÿ (8) â ðåøåíèÿõ ñõåì EBR4 è DRP íå îáðàçóåòñÿ

îòðàæåííàÿ ëåâàÿ àêóñòè÷åñêàÿ âîëíà (a2 = 0), à àìïëèòóäà ïèëîîáðàç-
íîé îñöèëëÿöèè ïî ñðàâíåíèþ ñ àìïëèòóäîé ïàäàþùåé àêóñòè÷åñêîé âîëíû
èìååò ïîðÿäîê âåëè÷èíû øàãà ñåòêè: aS11 /a1 = O(∆x) . Ñõåìà EBR3 äà-
åò, â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîé ñèòóàöèè (1), îòðàæåíèå ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà:
a2/a1 = O(θ4) .

� Äëÿ öåíòðàëüíî-ðàçíîñòíûõ ñõåì ñóùåñòâóþò ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, äà-
þùèå ñëàáîå îòðàæåíèå êîñûõ âîëí.

� Äëÿ ñõåì ñ íàïðàâëåííûìè ðàçíîñòÿìè ìîæíî ïîñòðîèòü ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ, óìåíüøàþùèå îòðàæåíèå äî 4-ãî ïîðÿäêà óãëà ïàäåíèÿ.

� Òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû íà ïðàêòèêå ìîæíî îáîáùèòü íà áîëåå
ñëîæíûå ìîäåëè, âêëþ÷àÿ íåðàâíîìåðíûå è íåñòðóêòóðèðîâàííûå ñåò-
êè, à òàêæå íåëèíåéíîñòü.

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü È.Â.Àáàëàêèíó çà êîíñóëüòàöèè è îá-
ñóæäåíèÿ.
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ÀËÃÎÐÈÒÌ ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈß ÑÒÐÓÊÒÓÐÛ
ÏËÎÑÊÎÉ ÂÈÕÐÅÂÎÉ ÊÎÍÔÈÃÓÐÀÖÈÈ1

Ëûñåíêî Ô.Ï., Ãîâîðóõèí Â.Í.
Ëàáîðàòîðèÿ 'Âû÷èñëèòåëüíîé ìåõàíèêè' , Èíñòèòóò
ìàòåìàòèêè, ìåõàíèêè è êîìïüþòåðíûõ íàóê èìåíè
È.È. Âîðîâè÷à, Þæíûé Ôåäåðàëüíûé Óíèâåðñèòåò,
Ðîñòîâ-íà-Äîíó

Ââåäåíèå

Â çàäà÷àõ ãèäðîàýðîäèíàìèêè âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü îïèñàíèÿ ñòðóê-
òóðû âèõðåâîãî òå÷åíèÿ ïî èçâåñòíîé èíôîðìàöèè î ñêîðîñòè æèäêîñòè â
êîíå÷íîì íàáîðå òî÷åê. Òàêèìè çàäà÷àìè ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå è àíàëèç ýêñïå-
ðèìåíòàëüíûõ äàííûõ [1], ñèíîïòè÷åñêèõ ïîòîêîâ, ïîñòðîåíèå ìîäåëåé òå÷å-
íèé ïî äàííûì íàáëþäåíèé [2], âèçóàëèçàöèÿ òå÷åíèé [3] è äðóãèå ïðîáëåìû.
Íà äàííûé ìîìåíò ðàçðàáîòàíû ñõåìû ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷ ñ èñïîëü-
çîâàíèåì ðàçëè÷íûõ ïîäõîäîâ, ñì. [4, 5].

Âîçìîæíûì ñïîñîáîì îïèñàíèÿ âèõðåâîé ñòðóêòóðû ìîæåò áûòü èñïîëü-
çîâàíèå çàäàííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðîâ, ñ
äàëüíåéøåé èõ èäåíòèôèêàöèåé ïî èçâåñòíûì äàííûì î ñêîðîñòè òå÷åíèÿ.
Òàêîé ïîäõîä èñïîëüçîâàëñÿ â ðàáîòå [6], ãäå â êà÷åñòâå ìîäåëüíîãî ïîëÿ
ñêîðîñòè òå÷åíèÿ èñïîëüçîâàëñÿ ôîðìàëèçì òî÷å÷íûõ âèõðåé. Â ïðåäñòàâ-
ëåííîé ðàáîòå â ýòèõ öåëÿõ èñïîëüçóåòñÿ îïèñàíèå ñòðóêòóðû ñ ïîìîùüþ
ðàñïðåäåëåííûõ âèõðåâûõ ïÿòåí çàäàííîé ôîðìû.

I Ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è è ñõåìà îïèñàíèÿ âèõðåâîé
êîíôèãóðàöèè

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïëîñêîå âèõðåâîå òå÷åíèå ãàçà èëè æèäêîñòè. Ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ, ÷òî èçâåñòíû âåêòîðû ñêîðîñòè â íàáîðå èç N òî÷åê â ôèêñèðî-
âàííûé ìîìåíò âðåìåíè:

P =
{

(xi, yi, ) , v
(i) =

(
v
(i)
1 , v

(i)
2

)
, i = 1, ..., N

}
, (1)

ãäå xi, yi � êîîðäèíàòû òî÷åê; à v(i)1 , v
(i)
2 � ñîîòâåòñòâóþùèå èì êîìïîíåíòû

âåêòîðà ñêîðîñòè.
Îïèñàíèå ñòðóêòóð íå ëàìèíàðíîãî òå÷åíèÿ ñâîäèòñÿ ê ïðîáëåìå ïîèñêà

è îïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðèñòèê âèõðåâûõ ïÿòåí, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ 'êàðêà-
ñîì' ïîòîêà. Íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü êîîðäèíàòû öåíòðîâ è èíòåíñèâíîñòè

1Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì Ïðàâèòåëüñòâà ÐÔ � 075-15-2019-1928.
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âèõðåâûõ ïÿòåí, ãåíåðèðóþùèõ ðàññìàòðèâàåìîå òå÷åíèå, ôóíêöèþ ðàñïðå-
äåëåíèÿ çàâèõðåííîñòè â íèõ. Äëÿ îïèñàíèÿ âèõðåâîé êîíôèãóðàöèè åñòå-
ñòâåííî èñïîëüçîâàòü ìîäåëè, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðîâ è ðåøåíèå êîòîðûõ
çàðàíåå èçâåñòíî èëè äîñòàòî÷íî ëåãêî âû÷èñëÿþòñÿ. Ìîäåëüíîå âåêòîðíîå
ïîëå áóäåì îáîçíà÷àòü Q è îíî èìååò âèä

Q =
{

(xi, yi, ) , V
(i) =

(
V

(i)
1 , V

(i)
2

)
, i = 1, ..., N

}
, (2)

ãäå xi, yi � êîîðäèíàòû òî÷åê, çàäàííûõ íàáîðîì P ; à V (i)
1 , V

(i)
2 � êîìïîíåí-

òû âåêòîðà ñêîðîñòè ìîäåëüíîãî ïîëÿ â ýòèõ òî÷êàõ.
Êðèòåðèåì òîãî, ÷òî ïîëó÷åííàÿ âèõðåâàÿ êîíôèãóðàöèÿ íàéäåíà âåð-

íî, áóäåò ÿâëÿòüñÿ áëèçîñòü èñõîäíîãî ïîëÿ ñêîðîñòè è ïîëÿ, ïîðîæäàåìîãî
ìîäåëüíîé êîíôèãóðàöèåé.

Äëÿ ñðàâíåíèÿ äâóõ âåêòîðîâ W = (W1,W2) è U = (U1, U2) áóäåì èñ-
ïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå ôóíêöèè:

d(W,U) =

√
(W1 − U1)

2 + (W2 − U2)
2

‖W‖‖U‖
, φ(W,U) = 1− W1U1 +W2U2

‖W‖‖U‖
, (3)

êîòîðûå, â ñëó÷àå ñîâïàäåíèÿ âåêòîðîâ W è U , áóäóò ðàâíû íóëþ.
Äëÿ ñðàâíåíèÿ äâóõ âåêòîðíûõ ïîëåé P è Q ñèòóàöèÿ ñèëüíî îñëîæíÿ-

åòñÿ, íî ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü âûðàæåíèå:

σ(P,Q) =
N∑
i=1

cid(v(i), V (i)) +
N∑
i=1

Ciφ(v(i), V (i)), (4)

ãäå ci è Ci � âåñîâûå êîýôôèöèåíòû, êîòîðûå â ýòîé ðàáîòå ïðèíèìàþòñÿ
îäèíàêîâûìè. Îïèñàíèå õàðàêòåðèñòèê âèõðåâîé êîíôèãóðàöèè, áóäåò ñî-
ñòîÿòü â îïðåäåëåíèè ïàðàìåòðîâ ìîäåëüíîé êîíôèãóðàöèè, ïîðîæäàþùåé
ïîëå Q è ìèíèìèçèðóþùåé σ(P,Q) ïî ïàðàìåòðàì èñïîëüçóåìîé âèõðåâîé
ìîäåëè.

Â ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòå áóäåì èñïîëüçîâàòü ìîäåëü, îïðåäåëÿåìóþ
óðàâíåíèåì ñâÿçè çàâèõðåííîñòè è ôóíêöèè òîêà, êîòîðàÿ èìååò âèä

∂2ψ(x, y)

∂x2
+
∂2ψ(x, y)

∂y2
= −ω(x, y) (5)

Çàäàâàÿ ðàñïðåäåëåíèå ω(x, y) è ðåøàÿ óðàâíåíèå (5) îòíîñèòåëüíî ψ(x, y) ,
ìîäåëüíîå âåêòîðíîå ïîëå ïðèíèìàåò âèä

Q =

{
(xi, yi, ) , V

(i) =

(
V

(i)
1 = −∂ψ

∂y
, V

(i)
2 ) =

∂ψ

∂x

)
, i = 1, ..., N

}
, (6)
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Â ðàññìàòðèâàåìîì çäåñü îïèñàíèè âèõðåâîé êîíôèãóðàöèè ðàñïðåäåëå-
íèå ω(x, y) â ïðàâîé ÷àñòè (5) ÿâëÿåòñÿ êîìáèíàöèåé âèõðåâûõ ïÿòåí âèäà

ω(x, y) =
k∑
i=1

p
(i)
1 e
−p(i)2

(
(x−x(i)c )

2
+(y−y(i)c )

2)
, (7)

ãäå k � êîëè÷åñòâî âèõðåâûõ ïÿòåí,
(
x
(i)
c , y

(i)
c

)
� êîîðäèíàòû âèõðÿ ñ íî-

ìåðîì i , à p
(i)
1 , p

(i)
2 � ïàðàìåòðû, îïðåäåëÿþùèå èíòåíñèâíîñòü âèõðåâîãî

ïÿòíà, è ðàñïðåäåëåíèå çàâèõðåííîñòè â í¼ì. Âñå ýòè âåëè÷èíû ïîäëåæàò
îïðåäåëåíèþ ñ ïîìîùüþ ìèíèìèçàöèè (4).

II Âû÷èñëåíèå õàðàêòåðèñòèê âèõðåâîé êîíôèãóðàöèè

Â äàííîé ðàáîòå äëÿ ìèíèìèçàöèè (4) èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ãðàäèåíòíîãî
ñïóñêà. Äàëåå ïðèâåäåì øàãè ïðåäëàãàåìîãî àëãîðèòìà.
1. Ïîèñê ìàêñèìàëüíîãî ïî äëèíå âåêòîðà vmax èñõîäíîãî íàáîðà P . Íîð-
ìèðîâêà âåêòîðîâ ñêîðîñòè vi = vi

‖vmax‖ .
2. Çàäàíèå íà÷àëüíîãî (j = 0) ïðèáëèæåíèÿ êîíôèãóðàöèè ðàñïðåäåëåííûõ
âèõðåé G0 = (p01k, p

0
2k, x

0
k, y

0
k), k = 1, . . . , K . Îïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ ìåòîäà:

íà÷àëüíîãî øàãà ìåòîäà ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà h , øàãà äëÿ àïïðîêñèìàöèè
âåêòîðà ãðàäèåíòà öåíòðàëüíûìè ðàçíîñòÿìè δ , òî÷íîñòè ìèíèìèçàöèè ε .
3. Ðàçëîæåíèå (7) â ðÿä Ôóðüå è ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5) ìåòîäîì Ãàëåðêèíà.
Âû÷èñëåíèå â òî÷êàõ ñ êîîðäèíàòàìè (xi, yi), i = 1, . . . , k , çàäàííûõ íàáîðîì
P , âåêòîðîâ íàáîðà Q0 ñ ïîìîùüþ âûðàæåíèé äëÿ êîìïîíåíò ñêîðîñòè (6)
ïðè ïàðàìåòðàõ âèõðåâîé êîíôèãóðàöèè G0 .
4. Íîðìèðîâêà ïîëÿ Qj = Qj

‖vmax‖ . Ðàñ÷åò âåêòîðà ãðàäèåíòà F
j = ∇σ(P,Qj)

ðàçìåðíîñòüþ 4K . Ïî êàæäîé èç õàðàêòåðèñòèê Qj ââîäÿòñÿ âîçìóùåíèÿ
±δ , ñòðîÿòñÿ ïîëÿ âèäà (6) ñ ó÷åòîì âîçìóùåíèé, ðàññ÷èòûâàåòñÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùåå çíà÷åíèå (4), âû÷èñëÿåòñÿ àïïðîêñèìàöèÿ êîìïîíåíòû âåêòîðà F j

öåíòðàëüíûìè êîíå÷íûìè ðàçíîñòÿìè.
5. Ïðîâåðêà óñëîâèÿ ‖F j‖ < ε . Åñëè óñëîâèå âûïîëíåíî, òî íàéäåíî ïðè-
áëèæåíèå âèõðåâîé êîíôèãóðàöèè Qj, Gj è ðàáîòà àëãîðèòìà ïðåêðàùàåò-
ñÿ. Åñëè íåò, òî ïåðåõîä ê ñëåäóþùåìó ïóíêòó àëãîðèòìà.
6. Âû÷èñëåíèå G∗ = Gj − hF j è âåêòîðîâ(σ(P,Q∗) .
7. Ïðîâåðêà óñëîâèÿ σ(P,Q∗) 6 σ(P,Qj) . Åñëè óñëîâèå âûïîëíåíî, òî
h = 1, 05h;Qj = Q∗ . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå h = h/2, j = j + 1 . Ïåðåõîä
êî âòîðîìó ïóíêòó àëãîðèòìà.

III ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû

Îöåíèì ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìà íà ïðèìåðå îäíîãî âèõðåâîãî ïÿòíà.
Âåêòîðà ñêîðîñòåé îïðåäåëèì â òî÷êàõ, çàäàâàåìûõ ñåòêîé, è â ñëó÷àé-
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íûõ òî÷êàõ îáëàñòè òå÷åíèÿ. Ïàðàìåòðû ìåòîäà èñïîëüçîâàëèñü ñëåäóþùèå:
c1 = C1 = 0.5 � âåñîâûå êîýôôèöèåíòû, h = 0.001 � íà÷àëüíûé øàã ìåòî-
äà ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà, δ = 0.005 � øàã àïïðîêñèìàöèè äëÿ âû÷èñëåíèÿ
âåêòîðà ãðàäèåíòà, ε = 10−5 � "òî÷íîñòü ìèíèìèçàöèè".

Âîçüìåì ïîëå, ïîðîæäàåìîå êîíôèãóðàöèåé (7) òàêîå, ÷òî: xc = 0.1, yc =
0.2, p1 = 1, p2 = 1 . Âîññòàíîâèì èñõîäíûå ïàðàìåòðû ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà.
Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ âîçüìåì: xc0 = 0.2, yc0 = 0.3, p10 =
2, p20 = 1.4 . Êàê âèäíî èç Ðèñóíêà 1 ïàðàìåòðû íàéäåíû âåðíî. Çàâèñèìîñòè

Èñõîäíàÿ êîíôèãóðàöèÿ Ïîëó÷åííàÿ êîíôèãóðàöèÿ

Ðèñ. 1. Ïîëÿ ñêîðîñòè âèõðåâîé êîíôèãóðàöèè

÷èñëà èòåðàöèé àëãîðèòìà (j) , îò êîëè÷åñòâà èçâåñòíûõ âåêòîðîâ ñêîðîñòè
(N) ïðèâåäåíû â Òàáëèöàõ 1 è 2. Ñòîèò îòìåíèòü, ÷òî äëÿ äàííîé çàäà÷è
òî÷íîñòü íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ âëèÿåò òîëüêî íà ñêîðîñòü, íî íå íà ñàì
ôàêò ñõîäèìîñòè.

Òàáëèöà 1. Êîëè÷åñòâî èçâåñòíûõ âåêòîðîâ (N) è ÷èñëî èòåðàöèé, ïîòðåáî-
âàâøèõñÿ äëÿ ñõîäèìîñòè.Ðàñïðåäåëåííûé âèõðü, ïîëå çàäàíî ñåòêîé.

N 4 9 16 25 36 49 100 400
j 1383 357 667 355 959 871 360 489
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Òàáëèöà 2. Êîëè÷åñòâî èçâåñòíûõ âåêòîðîâ (N) è ÷èñëî èòåðàöèé, ïîòðåáî-
âàâøèõñÿ äëÿ ñõîäèìîñòè. Ðàñïðåäåëåííûé âèõðü, ïîëå çàäàíî â ñëó÷àéíûõ
òî÷êàõ.

N 5 8 12 19 27 38 85 340
j 1189 402 608 412 579 851 430 452

IV Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé ðàáîòå áûëà îïèñàíà ðàçðàáîòêà è ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà èäåí-
òèôèêàöèè âèõðåâûõ ïÿòåí. Äëÿ èäåíòèôèêàöèè èñïîëüçîâàëàñü ìîäåëü
ðàñïðåäåëåííîãî âèõðÿ. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû óêàçûâàþò íà ýôôåê-
òèâíîñòü ìåòîäà â ñëó÷àå îäíîãî âèõðåâîãî ïÿòíà äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè. Äàëüíåøåå ðàçâèòèå àëãîðèòìà ïðåäïîëàãà-
åò ðàññìîòðåíèå ñëó÷àåâ ñ íåñêîëüêèìè âèõðåâûìè ïÿòíàìè, èñïîëüçîâàíèå
èíûõ âèõðåâûõ ìîäåëåé, ïðîâåäåíèå ðàñ÷åòîâ ñ îïûòíûìè äàííûìè, à òàêæå
óëó÷øåíèå ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè çà ñ÷åò âêëþ÷åíèÿ äðóãèõ ìåòîäîâ ìèíèìè-
çàöèè.

Ëèòåðàòóðà

1. Berson A., Michard M., Blanc-Benon Ph. Vortex identi�cation and
tracking in unsteady �ows // Comptes Rendus - Mecanique, 2009, V.337
(2), pp. 61-67.

2. Schielicke L., Gatzen C.P., Ludwig P. Vortex identi�cation across di�erent
scales // Atmosphere, 2019, V.10 (9), ñòàòüÿ � 518

3. Âîëêîâ Ê.Í., Åìåëüÿíîâ Â.Í., Òåòåðèíà È.Â., ßêîâ÷óê Ì.Ñ.Ìåòîäû è
êîíöåïöèè âèçóàëèçàöèè âèõðåâûõ òå÷åíèé â çàäà÷àõ âû÷èñëèòåëüíîé
ãàçîâîé äèíàìèêè // Âû÷èñ. ìåòîäû è ïðîãðàììèðîâàíèå. 2016. Ò. 17,
âûï. 1. Ñ. 81�100.

4. Chakraborty P., Balachandar S., Adrian R.J. On the relationships between
local vortex identi�cation schemes // J. of Fluid Mechanics. 2005. Vol. 535.
P. 189�214.

5. G�unther T., Theisel, H. The State of the Art in Vortex Extraction //
Computer Graphics Forum. 2018. Vol. 37, No. 6. P. 149�173.

6. Ãîâîðóõèí Â.Í. Àëãîðèòì èäåíòèôèêàöèè âèõðåâûõ ïÿòåí íà îñíîâå
ìîäåëåé òî÷å÷íûõ âèõðåé // Èçâåñòèÿ âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé.
Ñåâåðî-Êàâêàçñêèé ðåãèîí. 2020 ã. - �-3. - ñòð. 11-18.



16 "Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ"

ÎÁ ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒßÕ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈß
ÔÀÇÎÂÎÃÎ ÐÀÂÍÎÂÅÑÈß ÃÅËÈÉ
ÑÎÄÅÐÆÀÙÈÕ ÑÈÑÒÅÌ1

Ìàëûøåâ Â.Ë., Ìîèñååâà Å.Ô.
ÔÃÁÎÓ ÂÎ Óôèìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé íåôòÿíîé
òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, ã. Óôà

Ââåäåíèå

Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü íà Âîñòîêå Ðîññèè ðåàëèçóåòñÿ êðóïíåéøèé èí-
ôðàñòðóêòóðíûé ïðîåêò ¾Âîñòî÷íàÿ ãàçîâàÿ ïðîãðàììà¿ íàïðàâëåííûé íà
ôîðìèðîâàíèå íîâûõ ïåðñïåêòèâíûõ öåíòðîâ äîáû÷è è ïåðåðàáîòêè ïðè-
ðîäíîãî ãàçà íà òåððèòîðèè Âîñòî÷íîé Ñèáèðè è Äàëüíåãî Âîñòîêà Ðîññèè.
Äàííûé ïðîåêò âêëþ÷àåò äâà óíèêàëüíûõ ìåñòîðîæäåíèÿ � ×àÿíäèíñêîå è
Êîâûêòèíñêîå � èìåþùèå ìíîãîêîìïîíåíòíûé ñîñòàâ ôëþèäà, ñ âûñîêèì
ñîäåðæàíèåì ãåëèÿ. Äàííûé êîìïîíåíò ÿâëÿåòñÿ ñòðàòåãè÷åñêè âàæíûì
ñûðüåì, òàê êàê ïðèìåíÿåòñÿ âî ìíîãèõ îòðàñëÿõ õîçÿéñòâà, ÿâëÿþùèõñÿ
îñíîâîé äëÿ ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà ñòðàíû.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïîëó÷åíèå ãåëèÿ èç äîáûâàåìîãî ôëþèäà ðåíòà-
áåëüíî ïðè åãî ñîäåðæàíèè áîëåå 0,055 % â ñîñòàâå ïðèðîäíîãî ãàçà. Íà
äàííûõ ìåñòîðîæäåíèÿõ ñîäåðæàíèå ãåëèÿ äîõîäèò äî 0,65 % íà ×àÿíäèí-
ñêîì ìåñòîðîæäåíèè è äî 0,3 % íà Êîâûêòèíñêîì.

Ïîëó÷åíèå ãåëèÿ èç ïðèðîäíîãî ãàçà ìîæíî ðàçáèòü íà äâà ýòàïà. Íà
ïåðâîì ýòàïå â ïðîöåññå íèçêîòåìïåðàòóðíîé êîíäåíñàöèè ïîëó÷àåòñÿ ãåëè-
åâûé êîíöåíòðàò, â êîòîðîì îáúåìíàÿ äîëÿ ãåëèÿ ñîñòàâëÿåò íå ìåíåå 80%.
Íà âòîðîì ýòàïå ãåëèåâûé êîíöåíòðàò î÷èùàåòñÿ îò ïðèìåñåé ìåòàíà, àçî-
òà, âîäîðîäà, íåîíà, àðãîíà [1]. Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ óñëîâèé äèñòèëëÿöèè
íåîáõîäèìû óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ, ïîçâîëÿþùèå ïðîãíîçèðîâàòü ïàðîæèä-
êîñòíîå ðàâíîâåñèå â øèðîêîì äèàïàçîíå óñëîâèé ñ ìàêñèìàëüíî âîçìîæ-
íîé òî÷íîñòüþ. Ýòî íåîáõîäèìî äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ïîãðåøíîñòè â çíà÷åíèÿõ
ïîêàçàòåëåé òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ.

Îïèñàíèå ïàðîæèäêîñòíîãî ðàâíîâåñèÿ, çà÷àñòóþ, îñíîâûâàåòñÿ íà èñ-
ïîëüçîâàíèè êëàññè÷åñêîãî äëÿ íåôòåãàçîâîé îòðàñëè óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ
Ïåíãà-Ðîáèíñîíà. Îäíàêî, â ðàáîòå [2] îòìå÷àåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóþò çíà÷è-
òåëüíûå ðàñõîæäåíèÿ ïðè ìîäåëèðîâàíèè ãåëèîíîñíûõ ñèñòåì íà îñíîâå
äàííîãî óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ.

Â ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòå àâòîðàìè ðàññìîòðåíû îñîáåííîñòè ìîäåëèðî-
âàíèÿ ôàçîâîãî ðàâíîâåñèÿ ãåëèé ñîäåðæàùèõ ñèñòåì. Îïðåäåëåíû îïòè-
ìàëüíûå êîýôôèöèåíòû ïàðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ äëÿ áèíàðíûõ ãåëèåâûõ

1Ðàáîòà âûïîëíåíî ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà Ïðåçèäåíòà ÐÔ â ðàìêàõ íàó÷íîãî ïðîåêòà
ÌÊ-1102.2020.8
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ñèñòåì, ñîäåðæàùèõ àçîò, àðãîí, äèîêñèä óãëåðîäà, ìåòàí, ýòàí, ïðîïàí,
èçî-áóòàí è í-áóòàí, ïîçâîëÿþùèå çíà÷èòåëüíî ïîâûñèòü òî÷íîñòü ðàñ÷å-
òà ôàçîâîãî ðàâíîâåñèÿ.

I Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü

Îäíèì èç óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ, ïîëó÷èâøèõ øèðî÷àéøåå ðàñïðîñòðàíå-
íèå ïðè ìîäåëèðîâàíèè ôàçîâûõ ñîñòîÿíèé óãëåâîäîðîäîâ, ÿâëÿåòñÿ óðàâ-
íåíèå ñîñòîÿíèÿ Ïåíãà-Ðîáèíñîíà [3]:

P =
RT

V − b
− a

V (V + b) + b(V − b)

ãäå a ,b � êîýôôèöèåíòû, V � ìîëüíûé îáúåì, R � óíèâåðñàëüíàÿ ãàçî-
âàÿ ïîñòîÿííàÿ, P � äàâëåíèå, T � òåìïåðàòóðà. Îñîáåííîñòè âû÷èñëåíèÿ
êîýôôèöèåíòîâ âûøåóêàçàííîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [4].

Êëàññè÷åñêèé ðàñ÷åò ôàçîâîãî ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû ¾ïàð-æèäêîñòü¿ ïîä-
ðàçóìåâàåò îïðåäåëåíèå êîìïîíåíòíûõ ñîñòàâîâ ïàðîâîé è æèäêîé ôàçû
äëÿ ñìåñåé çàäàííîãî ñîñòàâà ïðè îïðåäåëåííîì äàâëåíèè è òåìïåðàòóðå.
Àëãîðèòì ðàñ÷åòà âêëþ÷àåò â ñåáÿ: çàäàíèå íà÷àëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ Ki â ñîîòâåòñòâèè ñ êîððåëÿöèåé Âèëüñîíà; ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
Ðå÷ôîðäà-Ðàéñà; íàõîæäåíèå ìîëüíûõ äîëåé æèäêîé è ïàðîâîé ôàç; âû-
÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòà ñâåðõñæèìàåìîñòè è ëåòó÷åñòè â êàæäîé èç ôàç
[5].

II Ðåçóëüòàòû

Íà ìíîãèõ ìåñòîðîæäåíèÿõ â ñîñòàâå ïðèðîäíîãî ãàçà íàáëþäàåòñÿ ëèøü
íåçíà÷èòåëüíîå êîëè÷åñòâî ïðèìåñè ãåëèÿ è åãî ñîäåðæàíèå çà÷àñòóþ ñóùå-
ñòâåííî íå âëèÿåò íà ôàçîâóþ äèàãðàììó. Â âîïðîñàõ îòäåëåíèÿ ãåëèåâîãî
êîíöåíòðàòà, ó÷¼ò ãåëèÿ ïðè ìîäåëèðîâàíèè ôàçîâîãî ðàâíîâåñèÿ ñòàíîâèò-
ñÿ îñíîâîïîëàãàþùèì. Èç ðèñóíêà 1 âèäíî, ÷òî ôàçîâàÿ äèàãðàììà ñìåñè
ãåëèé-ìåòàí, ïîñòðîåííàÿ íà îñíîâå óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ Ïåíãà-Ðîáèíñîíà
ïðè òåìïåðàòóðå 170 Ê è òàáëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ êðèòè÷åñêèõ êîíñòàíò (Tc =
5, 19 Ê, Pc = 0, 227 ÌÏà, ω = −0, 365) èìååò ñóùåñòâåííîå ðàñõîæäåíèå ñ
ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè.

Â óðàâíåíèè ñîñòîÿíèÿ ïðè ðàñ÷åòå êîýôôèöèåíòà a èñïîëüçóåòñÿ ïàðà-
ìåòð cij (êîýôôèöèåíò ïàðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ), êîòîðûé ïîçâîëÿåò ¾íà-
ñòðàèâàòü¿ ìîäåëü íà ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû. Ïðè îòñóòñòâèè ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, àëüòåðíàòèâîé óðàâíåíèÿì ñîñòîÿíèé ìîæåò ñëó-
æèòü ìåòîä ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè [6]. Â ëèòåðàòóðå, â ñâÿçè ñ ìàëûì
êîëè÷åñòâîì ãåëèÿ â áîëüøèíñòâå ìåñòîðîæäåíèé, äàííûé êîýôôèöèåíò,
çà÷àñòóþ, îòñóòñòâóåò, à â êîììåð÷åñêèõ ïðîãðàììíûõ ïðîäóêòàõ ñêðûò
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Ðèñ. 1. Ñîïîñòàâëåíèå ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ ôàçîâîé äèàãðàììû
ãåëèé-ìåòàí ïðè òåìïåðàòóðå 170 Ê

îò ïîëüçîâàòåëÿ. Â ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòå íàñòðîéêà ïàðàìåòðîâ óðàâíå-
íèÿ ñîñòîÿíèÿ ïîçâîëèëà çíà÷èòåëüíî óëó÷øèòü ðåçóëüòàò ïðîãíîçèðîâàíèÿ
ôàçîâîãî ðàâíîâåñèÿ äëÿ ñèñòåìû ¾ãåëèé-ìåòàí¿.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì áûëè ðàññìîòðåíû âîñåìü áèíàðíûõ ñèñòåì, ñî-
äåðæàùèõ ãåëèé: ¾ãåëèé-àçîò¿, ¾ãåëèé-àðãîí¿, ¾ãåëèé-äèîêñèä óãëåðîäà¿,
¾ãåëèé-ìåòàí¿, ¾ãåëèé-ýòàí¿, ¾ãåëèé-ïðîïàí¿, ¾ãåëèé-èçî-áóòàí¿ è ¾ãåëèé-
í-áóòàí¿. Äëÿ êàæäîé èõ ýòèõ ïàð áûëè îïðåäåëåíû îïòèìàëüíûå çíà÷å-
íèÿ êîýôôèöèåíòîâ ïàðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ coptij , êîòîðûå ïðåäñòàâëåííûå
â òàáëèöå 1.

Òàáëèöà 1. Íàçâàíèå òàáëèöû
Áèíàðíàÿ ñìåñü(+ãåëèé) coptij

Ar -0,30
N2 -0,38
CO2 0,82
CH4 0,58
C2H6 1,10
C3H8 1.09

n− C4H10 1,05
i− C4H10 1,55
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III Çàêëþ÷åíèå

Àíàëèç òûñÿ÷è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ òî÷åê äëÿ 8 áèíàðíûõ ãåëèåâûõ ñè-
ñòåì äàåò âîçìîæíîñòü îïðåäåëèòü îïòèìàëüíûå êîýôôèöèåíòû ïàðíîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ, ïîçâîëÿþùèå çíà÷èòåëüíî ïîâûñèòü òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ
ïàðîæèäêîñòíîãî ðàâíîâåñèÿ äàííûõ ñèñòåì. Èçó÷åíèå ðàçëè÷íûõ ìåòîäèê
îïòèìèçàöèè óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ïîçâîëèëî óñòàíîâèòü, ÷òî äëÿ êîððåêò-
íûõ ðàñ÷åòîâ êîíäåíñàöèè ãåëèÿ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàíèå àöåíòðè÷åñêîãî
ôàêòîðà ω = 0 è îïòèìàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ ïàðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ,
ïðåäñòàâëåííûõ â ðàáîòå.
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ÏÐÅÄÎÁÓÑËÎÂËÈÂÀÒÅËÈ ÄËß ÐÅØÅÍÈß
ÑÅÄËÎÂÛÕ ÇÀÄÀ×1

Ìàðòûíîâà Ò.Ñ., Ìóðàòîâà Ã.Â., Øàáàñ È.Í.
ÞÔÓ, Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè, ìåõàíèêè è êîìïüþòåðíûõ
íàóê èì. Âîðîâè÷à È.È., Ðîñòîâ-íà-Äîíó

Ââåäåíèå

Òåîðèÿ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ äëÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé (ÑËÀÓ) îáøèðíà è äîñòàòî÷íî ðàçâèòà. Ïðè ðåøåíèè ÑËÀÓ
îäíèì èç êëþ÷åâûõ ïîíÿòèé ÿâëÿåòñÿ ïðåäîáóñëîâëèâàíèå, ò.å. âûáîð íåêî-
òîðûõ ìàòðèö, ñóùåñòâåííî âëèÿþùèõ íà ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ìåòîäîâ.

Îäíèì èç àêòóàëüíûõ íàïðàâëåíèé â òåîðèè èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ ÿâ-
ëÿåòñÿ åå ðàçâèòèå äëÿ ðåøåíèÿ øèðîêîãî êëàññà ñåäëîâûõ çàäà÷. Äëÿ ðåøå-
íèÿ ÑËÀÓ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè, êàê ïðàâèëî, èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû ïîä-
ïðîñòðàíñòâ Êðûëîâà, òàêèå êàê GMRES, íî îíè èìåþò ñëàáóþ ñêîðîñòü
ñõîäèìîñòè, êîãäà ïðèìåíÿþòñÿ ê ñåäëîâûì çàäà÷àì. Ïîýòîìó òðåáóåòñÿ ñî-
çäàíèå õîðîøèõ ïðåäîáóñëîâëèâàòåëåé äëÿ òîãî, ÷òîáû óëó÷øèòü ñêîðîñòü
ñõîäèìîñòè äàííûõ ìåòîäîâ.

Ðàññìîòðèì èòåðàöèîííîå ðåøåíèå áîëüøîé ðàçðåæåííîé ÑËÀÓ

Av = b, b ∈ Cn, (1)

ãäå A ∈ Cn×n � íåýðìèòîâà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà.
Ïðåäîáóñëîâëèâàíèå îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìà (1) çàìåíÿåòñÿ ñèñòåìîé

B−1Av = B−1b, ãäå ìàòðèöà B åñòü ïðèáëèæåíèå ê A ñî ñëåäóþùèìè ñâîé-
ñòâàìè: ìàòðèöà B−1A ëó÷øå îáóñëîâëåíà, è ñèñòåìà Bv = b ðåøàåòñÿ
ëåãêî. Ïðîäóìàííûé âûáîð B ìîæåò ñäåëàòü ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè ìàò-
ðèöû B−1A ìíîãî ìåíüøèì ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû A è òåì ñàìûì
óñêîðèòü ñõîäèìîñòü. Âìåñòå ñ òåì, íà äàííûé ìîìåíò íå ñóùåñòâóåò åäèíîé
òåîðèè ïðåäîáóñëîâëèâàíèÿ. Â ðÿäå ñëó÷àåâ óäàåòñÿ äîáèòüñÿ ëîêàëèçàöèè
ñïåêòðà ïðåäîáóñëîâëåííîé ìàòðèöû îêîëî åäèíèöû, èíîãäà ñòðåìÿòñÿ ê
òîìó, ÷òîáû ìàòðèöà B−1A èìåëà íåáîëüøîå ÷èñëî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
íà ïåðèôåðèè ñâîåãî ñïåêòðà. Òàêèì îáðàçîì, áîëüøàÿ ÷àñòü ñîâðåìåííûõ
èññëåäîâàíèé ïî èòåðàöèîííûì ìåòîäàì îðèåíòèðîâàíà íà îòûñêàíèå ýô-
ôåêòèâíûõ ïðåäîáóñëîâëèâàòåëåé.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ïðàâèòåëüñòâà ÐÔ, ãðàíò � 075-15-2019-1928
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I Èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ÑËÀÓ ñ ñèëüíî íåýð-
ìèòîâîé ìàòðèöåé

Ìàòðèöó A ñèñòåìû (1) ïðåäñòàâèì â âèäå ñóììû ýðìèòîâîé è êîñîýð-
ìèòîâîé ÷àñòåé

A = A0 + A1, (2)

ãäå

A0 =
1

2
(A+ A∗), A1 =

1

2
(A− A∗). (3)

Ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü A îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ Cn \ {0} ,
x∗A0x > 0 . Ïóñòü â íåêîòîðîé ìàòðè÷íîé íîðìå ||| · ||| , |||A0||| << |||A1||| ,
ò.å. ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî íåýðìèòîâîé [1]. Ýòà ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò,
íàïðèìåð, ïðè äèñêðåòèçàöèè óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà, êîãäà êîíâåêòèâíûå
÷ëåíû ñèëüíî äîìèíèðóþò [2]. Êðîìå òîãî, â äàííîé ðàáîòå ïðåäïîëàãàåò-
ñÿ, ÷òî diag(A1) = 0 . Ýòî óñëîâèå óäîâëåòâîðÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè, åñëè
ýëåìåíòû ìàòðèöû A âåùåñòâåííûå.

Ïðåäñòàâèì êîñîýðìèòîâó ÷àñòü A1 ìàòðèöû A â âèäå

A1 = KL +KU , (4)

ãäå KL è KU ñòðîãî íèæíå- è âåðõíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ñîîòâåòñòâåííî.
Î÷åâèäíî, ÷òî KL = −K∗U .

Íà îñíîâå ðàñùåïëåíèé (2)-(4) â [3, 4, 5] ïðåäëîæåíû êëàññû òðåóãîëüíûõ
(ÒÊÌ) è ïîïåðåìåííî-òðåóãîëüíûõ (ÏÒÊÌ) êîñîýðìèòîâûõ (êîñîñèììåòðè-
÷åñêèõ) èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1). Â äàííîé ðàáîòå
ðàññìàòðèâàþòñÿ ìåòîäû, îòíîñÿùèåñÿ ê ÏÒÊÌ.

Ìåòîä ÏÒÊÌ [5]. Ïóñòü çàäàíî íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå v(0) è ïîëî-
æèòåëüíûå ïàðàìåòðû ω è τ . Äëÿ p = 0, 1, ... äî äîñòèæåíèÿ ñõîäèìîñòè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðèáëèæåíèé {v(p)} âû÷èñëÿòü:

v(p+1) = G(ω, τ)v(p) + τB(ω)−1b,

ãäå G(ω, τ) = B(ω)−1(B(ω)− τA) , à B(ω) ∈ Cn×n îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

B(ω) = (Bc +
ω

2
KL)B−1c (Bc +

ω

2
KU).

Çäåñü Bc ∈ Cn×n � ýðìèòîâà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà.
Â [6] èññëåäîâàí äâóõïàðàìåòðè÷åñêèé ìåòîä, äëÿ êîòîðîãî

B(ω1, ω2) = (Bc + ω1KL)B−1c (Bc + ω2KU), (5)

ãäå ω1 è ω2 � íåîòðèöàòåëüíûå ïàðàìåòðû, íå ðàâíûå íóëþ îäíîâðåìåííî.
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Â [7, 8] ïðåäëîæåí äâóõøàãîâûé êîñîýðìèòîâ èòåðàöèîííûé ìåòîä
(ÄÊÌ), äàíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ìåòîäà è âûáîð îïòèìàëü-
íûõ èòåðàöèîííûõ ïàðàìåòðîâ. Ìàòðèöà B(ω) äëÿ ÄÊÌ èìååò âèä

B(ω) = (Bc +
ω

2
K̂L)B−1c (Bc +

ω

2
K̂U), (6)

ãäå K̂L = KL+H0 , K̂U = KU−H0 , H0 ∈ Cn×n � íåêîòîðàÿ ýðìèòîâà ìàòðè-
öà, Bc ∈ Cn×n � ýðìèòîâà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà. Î÷åâèäíî,
÷òî K̂L = −K̂∗U , A1 = (KL +H0) + (KU −H0) = K̂L + K̂U .

Â ñëó÷àå, êîãäà H0 = 0 , ÄÊÌ ñâîäèòñÿ ê ÏÒÊÌ; ñïåöèàëüíûé âûáîð
ìàòðèöû H0 ïîçâîëÿåò óëó÷øèòü ñõîäèìîñòü ìåòîäà.

Â [9] àâòîðàìè ïðåäëîæåí îáîáùåííûé êîñîýðìèòîâ òðåóãîëüíûé ìåòîä
GSTS (Generalized Skew-Hermitian Triangular Splitting) äëÿ ðåøåíèÿ ñåäëî-
âûõ ÑËÀÓ, áëî÷íî-ñòðóêòóðèðîâàííàÿ ìàòðèöà êîòîðûõ èìååò ïîëîæèòåëü-
íî îïðåäåëåííûé (1, 1) áëîê.

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóþòñÿ ñâîéñòâà ìàòðèöû B(ω) èç (6), èñïîëüçóå-
ìîé â êà÷åñòâå ïðåäîáóñëîâëèâàòåëÿ äëÿ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ (1). Äëÿ ñåäëîâûõ
çàäà÷ ðàññìîòðåí áîëåå îáùèé ñëó÷àé, êîãäà (1, 1) ìàòðè÷íûé áëîê áëî÷íî-
ñòðóêòóðèðîâàííîé ÑËÀÓ ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåííûì èëè
âûðîæäåííûì. Äëÿ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ ñ òàêîé ìàòðèöåé èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä
ðàñøèðåííîãî Ëàãðàíæèàíà. Äîêàçàíà òåîðåìà î ðàñïðåäåëåíèè ñïåêòðà
ìàòðèöû B−1(ω1, ω2)A , ãäå ïðåäîáóñëîâëèâàòåëü B(ω1, ω2) åñòü îáîáùåíèå
B(ω1, ω2) èç (5) äëÿ ñåäëîâûõ çàäà÷.

II Ïðåäîáóñëîâëèâàíèå ÑËÀÓ ñ ñåäëîâîé ìàòðèöåé

Õàðàêòåðíîé çàäà÷åé, ïðèâîäÿùåé ê ðåøåíèþ ÑËÀÓ ñ ñåäëîâîé ìàòðè-
öåé, ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ: íåîáõî-
äèìî íàéòè ìèíèìóì u öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà J(u) ≡ 1

2u
∗Mu − u∗f ïðè

íàëè÷èè q ≤ p ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé Eu = g :(
M E∗

E 0

)(
u
µ

)
=

(
f
g

)
, (7)

ãäå M = M ∗ ∈ Cp×p � ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà, E ∈
Cq×p � ïðÿìîóãîëüíàÿ ìàòðèöà ïîëíîãî ðàíãà, q ≤ p , u, f ∈ Cp , µ, g ∈
Cq . Äàííîé çàäà÷å ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèîíàë Ëàãðàíæà L(u, µ) = J(u) +
µ∗(Eu− g) , ãäå µ � âåêòîð Ëàãðàíæåâûõ ìíîæèòåëåé. Çàìåòèì, ÷òî ìàòðè-
öà áëî÷íî-ñòðóêòóðèðîâàííîé ÑËÀÓ (7) íåâûðîæäåíà òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà [10]: {

rank(E∗) = q,
ker(E) ∩ ker(M) = {0}.
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Ïðåîáðàçóåì (7) ê ýêâèâàëåíòíîé íåýðìèòîâîé ÑËÀÓ, ìàòðèöà êîòîðîé
èìååò ñïåêòð, ëåæàùèé â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè [11]:(

M E∗

−E 0

)(
u
µ

)
=

(
f
−g

)
. (8)

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà (1, 1) ìàòðè÷íûé áëîê ïîëóîïðåäåëåí èëè âû-
ðîæäåí. Áóäåì èñïîëüçîâàòü ìåòîä ðàñøèðåííîãî Ëàãðàíæèàíà, êîòîðûé
ñîñòîèò â çàìåíå (8) íà ÑËÀÓ

Aw =

(
M̃ E∗

−E 0

)(
u
µ

)
=

(
f + γE∗g
−g

)
= F, (9)

â êîòîðîé M çàìåíÿåòñÿ íà ìàòðèöó M̃ ≡M+γE∗E , ÿâëÿþùóþñÿ ïîëîæè-
òåëüíî îïðåäåëåííîé äëÿ âñåõ γ > 0 , åñëè E èìååò ïîëíûé ðàíã. Î÷åâèäíî,
÷òî (9) èìååò òî æå ñàìîå ðåøåíèå, ÷òî è (8). Íàèáîëåå ýôôåêòèâåí âûáîð
γ = ‖M‖2/‖E‖22 [12]. Â ýòîì ñëó÷àå ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè êàê (1, 1) áëîêà,
òàê è âñåé ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì.

Ïðåäñòàâèì ìàòðèöó A èç (9), àíàëîãè÷íî (2), â âèäå ñóììû åå ýðìèòî-
âîé è êîñîýðìèòîâîé ñîñòàâëÿþùèõ:

A = A0 +A1, A0 =

[
M̃ 0
0 0

]
, A1 =

[
0 E∗

−E 0

]
.

Êîñîýðìèòîâó ìàòðèöó A1 , â ñâîþ î÷åðåäü, ïðåäñòàâèì â âèäå:

A1 = KL +KU =

[
0 0
−E 0

]
+

[
0 E∗

0 0

]
,

ãäå 0 � íóëåâàÿ ìàòðèöà ïîäõîäÿùåé ðàçìåðíîñòè, KL è KU � ñòðîãî íèæíå-
è ñòðîãî âåðõíåòðåóãîëüíûå ìàòðèöû, KL = −K∗U .

Îïðåäåëèì ìàòðèöó BC ñëåäóþùèì îáðàçîì: BC =

[
B1 0
0 B2

]
, ãäå B1

è B2 � ýðìèòîâû íåâûðîæäåííûå ìàòðèöû.
Ìåòîä GSTS [9]. Ïóñòü çàäàíî íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå w(0) =

(u(0), µ(0)) ∈ C(p+q) , è ïîëîæèòåëüíûé èòåðàöèîííûé ïàðàìåòð τ . Äëÿ
k = 0, 1, 2, .... äî äîñòèæåíèÿ ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èòåðàöèîí-
íûõ ïðèáëèæåíèé {w(k)} , âû÷èñëÿòü{

B2µ
(k+1) = B2µ

(k) + τ [ω1EB
−1
1 (f −Mu(k) − E∗µ(k)) + Eu(k) − g],

B1u
(k+1) = B1u

(k) − τMu(k) + E∗[(ω2 − τ)µ(k) − ω2µ
(k+1)] + τf,

ãäå ω1 è ω2 íåîòðèöàòåëüíûå ïàðàìåòðû, íå ðàâíûå íóëþ îäíîâðåìåííî.
GSTS-ïðåäîáóñëîâëèâàòåëü îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì [9]:

B(ω1, ω2) = (BC + ω1KL)B−1C (BC + ω2KU) (10)
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èëè, â áëî÷íîé ôîðìå,

B(ω1, ω2) =

[
B1 ω2E

∗

−ω1E B2 − ω1ω2EB
−1
1 E∗

]
,

ãäå ω1 è ω2 � íåîòðèöàòåëüíûå ïàðàìåòðû, íå ðàâíûå íóëþ îäíîâðåìåííî.
Âîçüìåì â êà÷åñòâå ìàòðèöû B1 = M̃ . Ñïîñîáû âûáîðà ìàòðèöû B2

ðàññìîòðèì ïîçäíåå. Òîãäà

B(ω1, ω2) =

[
M̃ ω2E

∗

−ω1E B2 − ω1ω2EM̃
−1E∗

]
=

[
M̃ ω2E

∗

−ω1E B2 − ω1ω2S̃

]
,

ãäå S̃ = EM̃−1E∗ � äîïîëíåíèå Øóðà äëÿ M̃ .
Ïðåäîáóñëîâëåííàÿ (ñëåâà) áëî÷íàÿ ÑËÀÓ èìååò âèä:

B−1(ω1, ω2)Aw = B−1(ω1, ω2)F. (11)

Èññëåäóåì ñïåêòð ïðåäîáóñëîâëåííîé ìàòðèöû èç (11).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ìàòðèöû A è B(ω1, ω2) îïðåäåëÿþòñÿ (9) è (10),

ñîîòâåòñòâåííî, è B1 = M̃ . Ïóñòü λ ∈ σ(B−1(ω1, ω2)A) . Òîãäà äëÿ ñîá-
ñòâåííûõ ÷èñåë ïðåäîáóñëîâëåííîé ìàòðèöû èìååò ìåñòî âûðàæåíèå

λ =
ν − ω̃ξ ±

√
(ν − ω̃ξ)2 − 4ξν

2ν
,

ãäå ξ = z∗S̃z
z∗z , ν = z∗B2z

z∗z , à ïàðàìåòð ω̃ = ω1ω2 − ω1 − ω2 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü λ ∈ σ(B−1(ω1, ω2)A) è (y∗, z∗)∗ ∈ Cp+q � ñîîò-
âåòñòâóþùèé ñîáñòâåííûé âåêòîð, ãäå y ∈ Cp , z ∈ Cq . Òîãäà èìååì[

M̃ E∗

−E 0

] [
y
z

]
= λ

[
M̃ ω2E

∗

−ω1E B2 − ω1ω2S̃

] [
y
z

]
èëè, ýêâèâàëåíòíî, {

(1− λ)M̃y = (λω2 − 1)E∗z,

(λω1 − 1)Ey = λB2z − λω1ω2S̃z.
(12)

Ïóñòü λ 6= 1 . Èíà÷å, åñëè λ = 1 , óðàâíåíèÿ (12) ñâîäÿòñÿ ê{
(ω2 − 1)E∗z = 0,

(ω1 − 1)Ey = B2z − ω1ω2S̃z,
(13)
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è ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé âåêòîð (y∗1, 0)∗ ∈ Cp+q \ {0} òàêîé, ÷òî óðàâíåíèÿ
(13) ñïðàâåäëèâû äëÿ y1 ∈ Cp \ {0} . Åñëè λ 6= 1 , òî èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ
(12) èìååì:

y =
λω2 − 1

1− λ
M̃−1E∗z.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ñîîòíîøåíèå âî âòîðîå óðàâíåíèå â (12), ïîëó÷àåì(
(λω1 − 1)(λω2 − 1)

1− λ
+ λω1ω2

)
S̃z = λB2z,

èëè
(λω̃ + 1)S̃z = λ(1− λ)B2z, (14)

ãäå ω̃ = ω1ω2− ω1− ω2 . Äëÿ óäîáñòâà ââåäåì âåëè÷èíû ξ = z∗S̃z
z∗z , ν = z∗B2z

z∗z ,
òîãäà, ïîñëå óìíîæåíèÿ (14) ñëåâà íà z∗ è äåëåíèÿ íà z∗z îáåèõ ÷àñòåé ýòîãî
âûðàæåíèÿ, ïîëó÷àåì:

(λω̃ + 1)ξ = λ(1− λ)ν,

ò.å. λ ÿâëÿåòñÿ êîðíåì êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ

νλ2 − (ν − ω̃ξ)λ+ ξ = 0. (15)

Èç (15) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò óòâåðæäåíèå Òåîðåìû 1.
Çàìåòèì, ÷òî êîãäà ω̃ = −1 , êîðíÿìè (15) ÿâëÿþòñÿ λ = 1 è λ = ξ/ν .
Ïðàêòè÷åñêèé âûâîä, êîòîðûé ñëåäóåò èç äîêàçàííîé òåîðåìû, ñëåäóþ-

ùèé. Åñëè ω̃ = −1 è ξ = ν , òî âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ïðåäîáóñëîâëåííîé
ìàòðèöû B−1(ω1, ω2)A ðàâíû 1 , à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ýôôåêòèâíîñòè ðàñ-
ñìîòðåííîãî ïðåäîáóñëîâëèâàòåëÿ ìàòðèöà B2 äîëæíà ìàêñèìàëüíî óäà÷íî
àïïðîêñèìèðîâàòü äîïîëíåíèå Øóðà S̃ .
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ÝÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒÛ Ñ ÁÀÇÎÂÎÉ ÌÎÄÅËÜÞ
ÂËÀÑÒÍÎÉ ÈÅÐÀÐÕÈÈ Ñ ÍÅÊÎÌÏÅÒÅÍÎÑÒÜÞ
È ÊÎÐÐÓÏÖÈÅÉ: ÏÅÐÂÛÅ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ1

Ìèõàéëîâ À.Ï.∗ , Ïåòðîâ À.Ï.∗ , Ïîäëèïñêàÿ Î.Ã.∗∗ ,
Ïðîí÷åâ Ã.Á.∗∗∗ ,
∗ Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì.Â. Êåëäûøà
ÐÀÍ, Ìîñêâà
∗∗ Ìîñêîâñêèé ôèçèêî-òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò (íàöèîíàëüíûé
èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò), Äîëãîïðóäíûé
∗∗∗ Ñîöèîëîãè÷åñêèé ôàêóëüòåò ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà,
Ìîñêâà

Ââåäåíèå

Íåîáõîäèìîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ èåðàðõèè â "ñëîæíûõ" ñîöèàëüíî-
ïîëèòè÷åñêèõ ñèñòåìàõ îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî óïðàâëåíèå â òàêèõ ñèñòåìàõ
ñâÿçàíî ñ ïîëó÷åíèåì, ïåðåðàáîòêîé è èñïîëüçîâàíèåì áîëüøèõ ìàññèâîâ
äàííûõ [1]. Óïðàâëåí÷åñêàÿ èåðàðõèÿ ïîçâîëÿåò ïîëíîñòüþ ïåðñîíàëèçè-
ðîâàòü óïðàâëåí÷åñêèé ïðîöåññ â "ñëîæíîé" ñèñòåìå, îäíîçíà÷íî èäåíòè-
ôèöèðîâàòü âûïîëíÿåìûå íà ðàçëè÷íûõ óðîâíÿõ èåðàðõèè ôóíêöèè, ïðàâà
è îòâåòñòâåííîñòü. Íà íèæåëåæàùèõ óðîâíÿõ óïðàâëåíèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ
áîëåå êîíêðåòíàÿ è äåòàëüíàÿ èíôîðìàöèÿ, îõâàòûâàþùàÿ ëèøü îòäåëüíûå
ñòîðîíû ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåìû, êîòîðàÿ ïåðåäàåòñÿ çàòåì íà áîëåå âû-
ñîêèé óðîâåíü. Íà áîëåå âûñîêèå óðîâíè óïðàâëåíèÿ ïîñòóïàåò îáîáù¼ííàÿ
èíôîðìàöèÿ, íà áàçå êîòîðîé ïðèíèìàþòñÿ óïðàâëåí÷åñêèå ðåøåíèÿ, îòíî-
ñÿùèåñÿ ê ñèñòåìå â öåëîì.

Ê ñîæàëåíèþ, èåðàðõèè, ñóùåñòâóþùèå â ñîöèàëüíî-ïîëèòè÷åñêîé è
ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìàõ, íåñîâåðøåííû. Ñðåäè ðàçëè÷íûõ ïðè-
÷èí íàèáîëåå âàæíûìè ÿâëÿþòñÿ "êîððóïöèÿ" è "íåêîìïåòåíòíîñòü" [1, 2,
3]. Âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ êîððóïöèè ïðÿìî çàâèñèò îò ìîíîïîëèè ãî-
ñóäàðñòâà íà âûïîëíåíèå îïðåäåëåííûõ âèäîâ äåÿòåëüíîñòè è îò îòñóòñòâèÿ
êîíòðîëÿ çà äåÿòåëüíîñòüþ îòäåëüíûõ ÷èíîâíèêîâ. Â òî æå âðåìÿ, íàáëþ-
äàåòñÿ çàâèñèìîñòü îò âåðîÿòíîñòè è òÿæåñòè íàêàçàíèé çà êîððóïöèîííûå
äåÿíèÿ [4].

Îäèí èç èçâåñòíûõ óïðàâëåí÷åñêèõ ïðèíöèïîâ (ò.í. ïðèíöèï Ïèòåðà)
ãëàñèò: "Â èåðàðõèè êàæäûé ñëóæàùèé ñòðåìèòñÿ äîñòè÷ü ñâîåãî óðîâíÿ
íåêîìïåòåíòíîñòè" [3]. Óïðàâëåíåö ìîæåò ïåðåõîäèòü íà íîâóþ ñòóïåíü â
èåðàðõèè äî òåõ ïîð, ïîêà íå çàéì¼ò ìåñòî, íà êîòîðîì îí îêàæåòñÿ íå

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÔÔÈ 19-01-00089
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â ñîñòîÿíèè ñïðàâèòüñÿ ñî ñâîèìè îáÿçàííîñòÿìè, ò.å. îêàæåòñÿ íåêîìïå-
òåíòíûì. Ýòîò óðîâåíü íàçûâàåòñÿ "óðîâíåì íåêîìïåòåíòíîñòè" êîíêðåòíî-
ãî óïðàâëåíöà.

Äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè âëèÿíèå êîððóïöèè è íåêîìïåòåíòíîñòè íà
èåðàðõèþ âëàñòè èçó÷àëèñü ïî îòäåëüíîñòè. Íàèáîëåå èçó÷åííîé ÿâëÿåò-
ñÿ êîððóïöèÿ, ïðè ýòîì, áîëüøàÿ ÷àñòü ðàáîò áàçèðóåòñÿ íà ïîäõîäå Homo
Economicus, è ïðåäìåòîì ìîäåëèðîâàíèÿ â íèõ ÿâëÿåòñÿ íå èåðàðõèÿ â öå-
ëîì, à îòäåëüíàÿ èíñòàíöèÿ (è åå âçàèìîäåéñòâèå ñî ñâîèì îêðóæåíèåì).
Ïåðâûìè ðàáîòàìè, â êîòîðûõ ïðèâëåêàëèñü ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè äëÿ
èçó÷åíèÿ êîððóïöèè, áûëè [5, 6]. Ïîçäíåå ôåíîìåí êîððóïöèè èññëåäîâàëñÿ ñ
ïîìîùüþ òåîðåòèêî-èãðîâûõ ìåòîäîâ [7, 8]. Ðàññìàòðèâàëîñü âîçíèêíîâåíèå
êîððóïöèè â ñèñòåìå ïðèíöèïàë-àãåíò-ñóïåðâàéçåð, êîððóïöèÿ â èåðàðõè-
÷åñêèõ ñòðóêòóðàõ ðàçëè÷íûõ ïðîñòåéøèõ òîïîëîãèé, èññëåäîâàëñÿ âîïðîñ
îá ýôôåêòèâíîñòè ïðåäîñòàâëÿåìûõ óñëóã ïðè íàëè÷èè âîçìîæíîñòè êîð-
ðóïöèè, è òàê äàëåå. Òàêæå ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ýìïèðè÷åñêèõ ðàáîò î
êîððóïöèè íà óðîâíå ñòðàí (íàïðèìåð, [9]) è íà óðîâíå îòäåëüíûõ îðãàíèçà-
öèé [10]. Åñëè ãîâîðèòü îá îòå÷åñòâåííûõ ïóáëèêàöèÿõ, òî ìîæíî âûäåëèòü
ðàáîòó [11], ïîñâÿùåííóþ âîïðîñó îá óñòðîéñòâå êîíòðîëèðóþùèõ êîððóï-
öèþ îðãàíèçàöèé. à òàêæå ñòàòüþ [12], â êîòîðîé ïðåäëîæåíà èìèòàöèîííàÿ
ìîäåëü êîððóïöèîííîãî ïîâåäåíèÿ â èåðàðõè÷åñêèõ ñèñòåìàõ, ó÷èòûâàþùàÿ
èíäèâèäóàëüíûå ñòðàòåãèè îòäåëüíûõ ýëåìåíòîâ è ïîçâîëÿþùàÿ îïèñûâàòü
êîëëåêòèâíîå ïîâåäåíèå äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ãðóïï.

Äàííàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïåðâîé, ðàññìàòðèâàþùåé èõ ñîâìåñòíîå âëèÿ-
íèå êîððóïöèè è íåêîìïåòåíòíîñòè íà âëàñòíûå ïðîöåññû. Àíàëèç ïðîâîäèò-
ñÿ íà îñíîâå ñèñòåìíî-ñîöèàëüíîãî ïîäõîäà, ïðåäïîëàãàþùåãî, ÷òî îáúåêòîì
ìîäåëèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ íå îòäåëüíàÿ èíñòàíöèÿ, à èåðàðõèÿ â öåëîì. Äðó-
ãèìè ñëîâàìè, ïðåäïîñûëêè áàçîâîé ìîäåëè "Âëàñòü � Îáùåñòâî" èçìåíÿ-
þòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ó÷åñòü ïîâåäåí÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè êîððóì-
ïèðîâàííûõ è íåêîìïåòåíòíûõ èíñòàíöèé.

Îòìåòèì, ÷òî êîíêóðåíöèÿ àíàëîãè÷íûõ ïîäõîäîâ èìååò ìåñòî è â äðó-
ãèõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñîöèàëüíûõ ïðîöåññîâ: òàêèå
ðàáîòû, êàê [13, 14, 15, 16], êîíöåíòðèðóþòñÿ íà îòäåëüíûõ àãåíòàõ, äðó-
ãèå [17, 18, 19] ðàññìàòðèâàþò ñîöèóì êàê öåëîñòíóþ ñîöèàëüíóþ ñèñòåìó;
òðåòüè (íàïð., [20, 21, 22, 23]) âûÿâëÿþò ýìïèðè÷åñêèå çàêîíîìåðíîñòè.

I Ìîäåëü

Óðàâíåíèå áàçîâîé ìîäåëè "Âëàñòü-Îáùåñòâî" èìååò âèä
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∂p

∂p
=

∂

∂t

[
κ

(
p,
∂p

∂x
, x, t

)
∂p

∂x

]
+ F (p, x, t) +

+

1∫
0

χ (p (x′, t) , p (x, t)x′, x) [p (x′, t)− p (x, t)] dx′.

(1)

Çäåñü èåðàðõèÿ ñ÷èòàåòñÿ íåêîððóìïèðîâàííîé è êîìïåòåíòíîé. Óðîâåíü
èíñòàíöèè â èåðàðõèè îáîçíà÷åí ÷åðåç x , ïðè ýòîì x = 0 ñîîòâåòñòâóåò âûñ-
øåìó óðîâíþ èåðàðõèè, x = 1 � íèçøåìó. Êîëè÷åñòâî âëàñòè, ðåàëèçóåìîé
èíñòàíöèåé x â ìîìåíò âðåìåíè t , îáîçíà÷åíî ÷åðåç p (x, t) . Êîýôôèöèåíò

κ
(
p, ∂p∂x , x, t

)
èìååò ñìûñë âåëè÷èíû, îáðàòíîé "îòâåòñòâåííîñòè" èíñòàíöèé

èåðàðõèè (äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü åãî ïîñòîÿííûì), ôóíêöèÿ F (p, x, t) îïèñû-
âàåò ðåàêöèþ îáùåñòâà íà òåêóùåå ðàñïðåäåëåíèå âëàñòè. Èíòåãðàëüíûé
÷ëåí ñîîòâåòñòâóåò òàê íàçûâàåìîìó ìåõàíèçìó êîìàíä "÷åðåç ãîëîâó" òî
åñòü ïåðåäà÷å âëàñòè íå îò íà÷àëüíèêà ê íåïîñðåäñòâåííîìó ïîä÷èíåííîìó,
à ê íåêîòîðûì èëè ñðàçó âñåì íèæåñòîÿùèì èíñòàíöèÿì.

Óðàâíåíèå (1) ðàññìàòðèâàåòñÿ ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè

∂p

∂x

∣∣∣∣
x=0

=
∂p

∂x

∣∣∣∣
x=1

= 0. (2)

èìåþùèìè ñìûñë îòñóòñòâèÿ ïîòîêîâ âëàñòè ÷åðåç ãðàíèöû èåðàðõèè, à íà-
÷àëüíîå óñëîâèå

p (x, 0) = p0 (x) (3)

îïèñûâàåò èñõîäíîå ðàñïðåäåëåíèå âëàñòè â èåðàðõèè.
Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèòóàöèþ, êîãäà êîìàíäû "÷åðåç ãîëîâó" îò-

ñóòñòâóþò, à ðåàêöèÿ îáùåñòâà ëèíåéíà. Òîãäà óðàâíåíèå (1) ïðèíèìàåò âèä

∂p (x, t)

∂t
= κ

∂2p

∂x2
+
(
p0 (x)− p (x, 0)

)
. (4)

Â ñëó÷àå èåðàðõèè ñ íåêîìïåòåíòíîé è êîððóìïèðîâàííîé èåðàðõèåé ìî-
äåëü óñëîæíÿåòñÿ:

∂p (x, t)

∂t
= (α (1 + b+ − b−) + (1− α) (1 + c+ − c−))

∂2p

∂x2
+
(
p0 (x)− p (x, 0)

)
.

(5)
Êîýôôèöèåíòû c± â äàííîì óðàâíåíèÿ îïèñûâàþò âëèÿíèå ñìûñë êîððóï-
öèè ñâåðõäåéñòâèÿ è áåçäåéñòâèÿ, b± � íåêîìïåòåíòíîñòè ñâåðõäåéñòâèÿ è
áåçäåéñòâèÿ; α � äîëÿ íåêîìïåòåíòíîñòè â îáùåì ÷èñëå íåñîâåðøåíñòâ.

Â ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ âûáðàíà
ôóíêöèÿ

p (x, 0) = 1− x. (6)
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Êðàåâûå óñëîâèÿ:
p′ (0) = 0, p′ (1) = p (1) . (7)

Îáùèé îòíîñèòåëüíûé óùåðá è îáùàÿ îòíîñèòåëüíàÿ ñòîèìîñòü ïîäàâ-
ëåíèÿ êîððóïöèè â èåðàðõèè äàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ôîðìóëàìè

D (t) =

1∫
0

(α (b− + b+) + (1− α) (c− + c+))κ (x) ∂p
∂xdx

1∫
0

(1− αb− − (1− α) c−)κ (x) ∂p
∂xdx

,

V (t) =

1∫
0

p (x, t)
[
(αε1 (b+ + b−) + (1− α) ε2 (c− + c+))κ (x) ∂p

∂x

]−1
dx

1∫
0

[
(1− αε1b− − (1− α) ε2c−)κ (x) ∂p

∂x

]−1
dx

1∫
0

p0 (x) dx

.

Ïîä ñòðàòåãèåé ïîäàâëåíèÿ, íàïðèìåð, êîððóïöèè, ïîíèìàåòñÿ íàïðàâ-
ëåííîñòü àíòèêîððóïöèîííûõ ìåð ïðåèìóùåñòâåííî ïðîòèâ îïðåäåëåííûõ
óðîâíåé èåðàðõèè. Èìåííî, áóäåì ãîâîðèòü î ñòðàòåãèè ïðåèìóùåñòâåííîãî
ïîäàâëåíèÿ êîððóïöèè ñðåäè ñòàðøèõ èíñòàíöèé, åñëè êîððóìïèðîâàííîñòü
ñðåäè ýòèõ èíñòàíöèé óìåíüøèëàñü â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ àíòèêîððóï-
öèîííûõ ìåð ñèëüíåå, ÷åì â ñðåäíåé è íèæíåé ÷àñòÿõ èåðàðõèè (Ðèñ. I).
Àíàëîãè÷íî ââîäÿòñÿ ñòðàòåãèè ïðåèìóùåñòâåííîãî ïîäàâëåíèÿ êîððóïöèè
ñðåäè ìëàäøèõ, ñðåäíèõ è êðàéíèõ èíñòàíöèé. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ
ñòðàòåãèè ïîäàâëåíèÿ íåêîìïåòåíòíîñòè. Ñòðàòåãèÿ ïîäàâëåíèÿ îáîèõ íåñî-
âåðøåíñòâ � ýòî èõ êîìáèíàöèÿ; íàïðèìåð, ïîäàâëåíèå ñòàðøèõ èíñòàíöèé
â ÷àñòè êîððóïöèè è ïîäàâëåíèå êðàéíèõ â ÷àñòè íåêîìïåòåíòíîñòè.

(à) (á) (â) (ã)

Ðèñ. 1. Ñòðàòåãèè ïîäàâëåíèÿ êîððóïöèè: ïîäàâëåíèå ñòàðøèõ èíñòàíöèé
(à), ìëàäøèõ (á), ñðåäíèõ (â), êðàéíèõ (ã). Êîððóìïèðîâàííîñòü "äî ïðèìå-
íåíèÿ ìåð" îáîçíà÷åíà ñïëîøíîé ëèíèåé, "ïîñëå ïðèìåíåíèÿ" � ïóíêòèðîì.

Ýôôåêòèâíîñòü ñòðàòåãèè � ýòî îòíîøåíèå ïðåäîòâðàùåííîãî óùåðáà ê
ñòîèìîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ìåð:

E (t) =
∆D

∆V
=
D (after)−D (before)

V (after)− V (before)
, (8)
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ãäå "after" è "before" îçíà÷àþò, ñîîòâåòñòâåííî, ñèòóàöèè äî è ïîñëå ïðè-
ìåíåíèÿ ñòðàòåãèè óìåíüøåíèÿ íåñîâåðøåíñòâ èåðàðõèè, ∆V � ñòîèìîñòü
ýòîé ñòðàòåãèè, ∆D � óìåíüøåíèå íàíîñèìîãî íåñîâåðøåíñòâàìè óùåðáà,
îáóñëîâëåííîå ïðèìåíåííîé ñòðàòåãèåé.

Îáùàÿ ñõåìà ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ ñîñòîèò â ïåðåáîðå ðàçëè÷íûõ
ñòðàòåãèé è âû÷èñëåíèè ýôôåêòèâíîñòè êàæäîé èç íèõ äëÿ èåðàðõèé ñ
ðàçëè÷íîé ñòåïåíüþ öåíòðàëèçîâàííîñòè. Ïîä áîëüøåé èëè ìåíüøåé öåí-
òðàëèçîâàííîñòüþ çäåñü ïîíèìàåòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, áîëüøåå èëè ìåíüøåå
êîëè÷åñòâî âëàñòè ó âûñøèõ èíñòàíöèé ïî ñðàâíåíèþ ñ ñóììàðíîé âëàñòüþ
âñåé èåðàðõèè (Ðèñ. I).

Ðèñ. 2. Òèïè÷íîå ðàñïðåäåëåíèå âëàñòè â ñëàáî öåíòðàëèçîâàííîé è â ñèëüíî
öåíòðàëèçîâàííîé èåðàðõèÿõ

II Ðåçóëüòàòû

Â ÿ÷åéêàõ òàáëèö äàííîãî ðàçäåëà â ïðåäñòàâëåíû çíà÷åíèÿ ýôôåêòèâíî-
ñòè, âû÷èñëåííûå ïî ôîðìóëå (8). Ñòðîêàì ñîîòâåòñòâóþò ñòðàòåãèè ïîäàâ-
ëåíèÿ íåêîìïåòåíòíîñòè, ïî ñòîëáöàì � ñòðàòåãèè ïîäàâëåíèÿ êîððóïöèè.

II.1 Cëàáî öåíòðàëèçîâàííûå èåðàðõèè

1) ε1 = 1; ε2 = 5, α = 0.5, p0 =
√

1− 0.99x , åñòü êîððóïöèÿ áåçäåéñòâèÿ è
íåêîìïåòåíòíîñòü ñâåðõäåéñòâèÿ; 10% ñòàðøèõ èíñòàíöèé èìåþò 0.1558 îò
âñåé âëàñòè.

2) ε1 = 1; ε2 = 5, α = 0.5, p0 =
√

1− 0.99x , åñòü òîëüêî êîððóïöèÿ è
íåêîìïåòåíòíîñòü áåçäåéñòâèÿ; 10% ñòàðøèõ èíñòàíöèé èìåþò 0.1576 îò âñåé
âëàñòè.

3) ε1 = 1; ε2 = 1, α = 0.5, p0 =
√

1− 0.99x , åñòü êîððóïöèÿ áåçäåéñòâèÿ è
íåêîìïåòåíòíîñòü ñâåðõäåéñòâèÿ; 10% ñòàðøèõ èíñòàíöèé èìåþò 0.1558 îò
âñåé âëàñòè.
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Òàáëèöà 1. Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà 1
Ïîäàâëåíèå Ñòàðøèõ Ìëàäøèõ Êðàéíèõ Ñðåäíèõ
Ñòàðøèõ 0.0271 -0.1096 0.1152 -0.0703
Ìëàäøèõ -0.0439 0.1192 0.6672 -0.2641
Êðàéíèõ -0.0205 -0.0561 0.5061 0.6576
Ñðåäíèõ -0.0066 0.0709 0.1602 0.0677

Òàáëèöà 2. Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà 2
Ïîäàâëåíèå Ñòàðøèõ Ìëàäøèõ Êðàéíèõ Ñðåäíèõ
Ñòàðøèõ -0.9770 -3.7483 -2.98092 -5.5594
Ìëàäøèõ -1.3384 -2.4314 -67.4464 -5.5594
Êðàéíèõ -1.2019 -3.3258 0.4733 -1.4565
Ñðåäíèõ -1.1784 -3.0916 5.3995 -3.2583

Òàáëèöà 3. Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà 3
Ïîäàâëåíèå Ñòàðøèõ Ìëàäøèõ Êðàéíèõ Ñðåäíèõ
Ñòàðøèõ 0.0268 -0.1089 0.0996 -0.0536
Ìëàäøèõ -0.0435 0.1254 0.9522 0.0884
Êðàéíèõ -0.0198 -0.0556 0.5025 0.2054
Ñðåäíèõ 0.0067 0.0750 0.1866 0.0806

4) ε1 = 1; ε2 = 1, α = 0.5, p0 =
√

1− 0.99x , åñòü òîëüêî êîððóïöèÿ è
íåêîìïåòåíòíîñòü áåçäåéñòâèÿ; 10% ñòàðøèõ èíñòàíöèé èìåþò 0.1576 îò âñåé
âëàñòè.

Òàáëèöà 4. Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà 4
Ïîäàâëåíèå Ñòàðøèõ Ìëàäøèõ Êðàéíèõ Ñðåäíèõ
Ñòàðøèõ -0.9770 -5.2768 -6.3443 -5.6340
Ìëàäøèõ -1.8844 -2.4314 1.5731 -8.1384
Êðàéíèõ -1.2270 -3.2420 0.4733 -24.1059
Ñðåäíèõ -1.6208 -4.4342 11.8924 -3.2583

5) ε1 = 1; ε2 = 5, α = 0.2, p0 =
√

1− 0.99x , åñòü êîððóïöèÿ áåçäåéñòâèÿ è
íåêîìïåòåíòíîñòü ñâåðõäåéñòâèÿ; 10% ñòàðøèõ èíñòàíöèé èìåþò 0.1568 îò
âñåé âëàñòè.

6) ε1 = 1; ε2 = 5, α = 0.2, p0 =
√

1− 0.99x , åñòü òîëüêî êîððóïöèÿ è
íåêîìïåòåíòíîñòü áåçäåéñòâèÿ; 10% ñòàðøèõ èíñòàíöèé èìåþò 0.1576 îò âñåé
âëàñòè.
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Òàáëèöà 5. Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà 5
Ïîäàâëåíèå Ñòàðøèõ Ìëàäøèõ Êðàéíèõ Ñðåäíèõ
Ñòàðøèõ 0.1405 0.1517 0.1236 -0.0613
Ìëàäøèõ 0.0962 0.2353 0.0386 -0.1922
Êðàéíèõ 0.1001 0.1678 0.6596 -0.1372
Ñðåäíèõ 0.1374 0.2187 5.1147å-04 -0.0755

Òàáëèöà 6. Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà 6
Ïîäàâëåíèå Ñòàðøèõ Ìëàäøèõ Êðàéíèõ Ñðåäíèõ
Ñòàðøèõ -0.5066 -1.6524 -0.0833 0.3138
Ìëàäøèõ -0.7752 -1.2179 -0.1901 -0.0976
Êðàéíèõ -0.7375 -1.5360 -0.2086 -0.5172
Ñðåäíèõ -0.5693 -1.3743 -0.0663 0.6278

II.2 Ñèëüíî öåíòðàëèçîâàííàÿ èåðàðõèÿ

7) ε1 = 1; ε2 = 5, α = 0.5, p0 = 1
1+exp(30(x−0.1)) , åñòü êîððóïöèÿ áåçäåéñòâèÿ è

íåêîìïåòåíòíîñòü ñâåðõäåéñòâèÿ; 10% ñòàðøèõ èíñòàíöèé èìåþò 0.6837 îò
âñåé âëàñòè.

Òàáëèöà 7. Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà 7
Ïîäàâëåíèå Ñòàðøèõ Ìëàäøèõ Êðàéíèõ Ñðåäíèõ
Ñòàðøèõ 0.0046 -0.0305 0.0385 0.0409
Ìëàäøèõ -0.0079 0.0350 0.2212 0.2021
Êðàéíèõ -0.0036 -0.0162 0.1682 -0.2681
Ñðåäíèõ 8.5856e-04 0.0204 0.0535 4.0421e-04

8) ε1 = 1; ε2 = 5, α = 0.5, p0 = 1
1+exp(30(x−0.1)) , åñòü òîëüêî êîððóïöèÿ

è íåêîìïåòåíòíîñòü áåçäåéñòâèÿ; 10% ñòàðøèõ èíñòàíöèé èìåþò 0.7887 îò
âñåé âëàñòè.

Òàáëèöà 8. Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà 8
Ïîäàâëåíèå Ñòàðøèõ Ìëàäøèõ Êðàéíèõ Ñðåäíèõ
Ñòàðøèõ -0.1756 -1.1502 -0.6045 -0.6520
Ìëàäøèõ -0.2390 -0.7199 -12.3597 -1.4036
Êðàéíèõ -0.2139 -0.9914 0.2137 -2.4542
Ñðåäíèõ -0.2120 -0.9427 1.8564 -0.1280

9) ε1 = 1; ε2 = 1, α = 0.5, p0 = 1
1+exp(30(x−0.1)) , åñòü êîððóïöèÿ áåçäåéñòâèÿ

è íåêîìïåòåíòíîñòü ñâåðõäåéñòâèÿ; 10% ñòàðøèõ èíñòàíöèé èìåþò 0.6873 îò
âñåé âëàñòè.
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Òàáëèöà 9. Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà 9
Ïîäàâëåíèå Ñòàðøèõ Ìëàäøèõ Êðàéíèõ Ñðåäíèõ
Ñòàðøèõ 0.0045 -0.0298 0.0335 0.0106
Ìëàäøèõ -0.0078 0.0366 0.3048 0.0344
Êðàéíèõ -0.0035 -0.0158 0.1654 0.1828
Ñðåäíèõ 8.6876t-04 0.0213 0.0627 0.0038

10) ε1 = 1; ε2 = 1, α = 0.5, p0 = 1
1+exp(30(x−0.1)) , åñòü òîëüêî êîððóïöèÿ

è íåêîìïåòåíòíîñòü áåçäåéñòâèÿ; 10% ñòàðøèõ èíñòàíöèé èìåþò 0.7887 îò
âñåé âëàñòè.

Òàáëèöà 10. Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà 10
Ïîäàâëåíèå Ñòàðøèõ Ìëàäøèõ Êðàéíèõ Ñðåäíèõ
Ñòàðøèõ -0.1756 -1.6218 -1.0555 -0.5079
Ìëàäøèõ -0.3364 -0.7199 -0.9156 -3.8369
Êðàéíèõ -0.2172 -0.9566 0.2137 -4.6119
Ñðåäíèõ -0.2927 -1.3681 4.2268 -0.1280

11) ε1 = 1; ε2 = 5, α = 0.2, p0 = 1
1+exp(30(x−0.1)) , åñòü êîððóïöèÿ áåçäåé-

ñòâèÿ è íåêîìïåòåíòíîñòü ñâåðõäåéñòâèÿ; 10% ñòàðøèõ èíñòàíöèé èìåþò
0.7397 îò âñåé âëàñòè.

Òàáëèöà 11. Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà 11
Ïîäàâëåíèå Ñòàðøèõ Ìëàäøèõ Êðàéíèõ Ñðåäíèõ
Ñòàðøèõ 0.0238 0.0383 0.0093 -0.0240
Ìëàäøèõ 0.0164 0.0608 0.0013 -0.0693
Êðàéíèõ 0.0170 0.0432 0.0269 -0.0483
Ñðåäíèõ 0.0234 0.0554 -4.7991å-04 -0.0353

12) ε1 = 1; ε2 = 5, α = 0.2, p0 = 1
1+exp(30(x−0.1)) , åñòü òîëüêî êîððóïöèÿ

è íåêîìïåòåíòíîñòü áåçäåéñòâèÿ; 10% ñòàðøèõ èíñòàíöèé èìåþò 0.7887 îò
âñåé âëàñòè.

Òàáëèöà 12. Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà 12
Ïîäàâëåíèå Ñòàðøèõ Ìëàäøèõ Êðàéíèõ Ñðåäíèõ
Ñòàðøèõ -0.0867 -0.4394 0.0139 0.2512
Ìëàäøèõ -0.1320 -0.3167 -0.0136 0.1568
Êðàéíèõ -0.1257 -0.4007 -0.0076 0.0909
Ñðåäíèõ -0.0972 -0.3643 0.0026 0.3188
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III Âûâîäû

Íàèáîëåå î÷åâèäíûé âûâîä èç ïðèâåäåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñîñòîèò â òîì,
÷òî ïîäàâëåíèå êîððóïöèè è íåêîìïåòåíòíîñòè ÷àñòî èìååò îòðèöàòåëüíóþ
ýôôåêòèâíîñòü. Èìåííî, ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ìåð çà÷àñòóþ ñòàíîâèòñÿ ¾äàæå
õóæå¿.

Âòîðàÿ çàêîíîìåðíîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ � ýòî òî, ÷òî ÷àùå âñå-
ãî íåëüçÿ äàæå ïðåäëîæèòü ñòðàòåãèþ ïîäàâëåíèÿ êîððóïöèè, êîòîðàÿ áûëà
áû ëó÷øåé íåçàâèñèìî îò âûáðàííîé ñòðàòåãèè ïîäàâëåíèÿ íåêîìïåòåíòíî-
ñòè. Àíàëîãè÷íî, íåëüçÿ ïðåäëîæèòü ñòðàòåãèþ ïîäàâëåíèÿ íåêîìïåòåíò-
íîñòè, êîòîðàÿ áûëà áû ëó÷øåé íåçàâèñèìî îò âûáðàííîé ñòðàòåãèè ïî-
äàâëåíèÿ êîððóïöèè. Òàêèì îáðàçîì, ðåøàþùåå çíà÷åíèå èìååò ñî÷åòàíèå
ñòðàòåãèé.

Òðåòèé âûâîä: ïðè âûáîðå ñòðàòåãèè íàèìåíüøåå çíà÷åíèå èìååò ñòåïåíü
öåíòðàëèçàöèè. Ñîïîñòàâëÿÿ ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ 1 è 7 (ðàçëè÷àþ-
ùèõñÿ ëèøü ôóíêöèåé p0 ), íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â ïîäàâëÿþùåì áîëüøèí-
ñòâå ñëó÷àåâ ñòðàòåãèè, èìåþùèå ïîëîæèòåëüíóþ ýôôåêòèâíîñòü â îäíîì
ýêñïåðèìåíòå, èìåþò ïîëîæèòåëüíóþ ýôôåêòèâíîñòü è â äðóãîì ýêñïåðè-
ìåíòå. Òî æå âåðíî äëÿ ñòðàòåãèé ñ îòðèöàòåëüíîé ýôôåêòèâíîñòüþ. Ýòà
çàêîíîìåðíîñòü èìååò äëÿ êàæäîé ïàðû ýêñïåðèìåíòîâ, óñëîâèÿ êîòîðûõ
îòëè÷àþòñÿ ëèøü ñòåïåíüþ öåíòðàëèçàöèè: 2 è 8; 3 è 9, 4 è 10, 5 è 11, 6 è
12.

×åòâåðòàÿ çàêîíîìåðíîñòü � ýòî òî, ÷òî åñëè êîððóïöèÿ áåçäåéñòâèÿ ñî-
÷åòàåòñÿ ñ íåêîìïåòåíòíîñòüþ ñâåðõäåéñòâèÿ (ýêñïåðèìåíòû 1, 3, 5, 7, 9,
11), òî áîëüøèíñòâî ñòðàòåãèé èìååò ïîëîæèòåëüíóþ ýôôåêòèâíîñòü, åñëè
æå êîððóïöèÿ áåçäåéñòâèÿ ñî÷åòàåòñÿ ñ íåêîìïåòåíòíîñòüþ áåçäåéñòâèÿ, òî
áîëüøèíñòâî ñòðàòåãèé èìååò îòðèöàòåëüíóþ ýôôåêòèâíîñòü.

Òàêèì îáðàçîì, ñäåëàòü óíèâåðñàëüíûå âûâîäû îòíîñèòåëüíî îïòèìàëü-
íîñòè ñòðàòåãèé íà îñíîâàíèè ïîëó÷åííûõ ýêñïåðèìåíòîâ íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ
âîçìîæíûì. Ðå÷ü èäåò ñêîðåå î òîì, ÷òî óäàëîñü âûäåëèòü êëàññ ñèòóàöèé,
êîãäà áîëüøèíñòâî ñòðàòåãèé èìåþò ïîëîæèòåëüíóþ ýôôåêòèâíîñòü, â ïðî-
òèâîïîëîæíîñòü ñèòóàöèÿì, êîãäà ïî÷òè âñå ñòðàòåãèè èìåþò îòðèöàòåëü-
íóþ ýôôåêòèâíîñòü. Äðóãèìè ñëîâàìè, âûäåëèò ñèòóàöèè, â êîòîðûõ ìåðû
ïî áîðüáå ñ íåêîìïåòåíòíîñòüþ è êîððóïöèåé. ñêîðåå âñåãî, áóäóò èìåòü ïî-
ëîæèòåëüíûå ïîñëåäñòâèÿ. Íî äàæå â ýòèõ ñèòóàöèÿõ ñóùåñòâóåò îïàñíîñòü
âûáðàòü íåâåðíóþ ñòðàòåãèþ è ïîëó÷èòü îòðèöàòåëüíóþ ýôôåêòèâíîñòü.
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ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÌÈÃÐÀÖÈÈ ÒßÆÅËÛÕ
ÌÅÒÀËËÎÂ Â ÏÎ×ÂÅ ÎÒ ÍÀÇÅÌÍÎÃÎ
ÈÑÒÎ×ÍÈÊÀ1

Ìóðàòîâà Ã.Â., Ìèíêèíà Ò.Ì., Òèìîôååâ À.Í.
Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, ã. Ðîñòîâ-íà-Äîíó

Àííîòàöèÿ

Äàííîå èññëåäîâàíèå ïîñâÿùåíî ìîäåëèðîâàíèþ ìèãðàöèè òÿæåëûõ ìå-
òàëëîâ (ÒÌ) â ïî÷âå îò íàçåìíîãî èñòî÷íèêà ñ ó÷åòîì ïðîöåññîâ ñîðáöèè
è äåñîðáöèè. Ïîñòðîåííàÿ ìîäåëü ðåàëèçîâàíà ñ èñïîëüçîâàíèåì ïàêåòîâ
ïFlexPDE, ANSYS �uent. Ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû äëÿ èññëå-
äîâàíèÿ ïðîöåññîâ ìèãðàöèè ÒÌ â ïî÷âå â ðàéîíå Íîâî÷åðêàññêîé ÃÐÝÑ
íà îñíîâå äàííûõ íàáëþäåíèé çà ïî÷âîé ïðèëåãàþùèõ ê ýëåêòðîñòàíöèè
òåððèòîðèé.

Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ

Ïðîãíîç ðàñïðîñòðàíåíèÿ çàãðÿçíåíèé â ïî÷âå ÿâëÿåòñÿ âàæíîé çàäà-
÷åé äëÿ îõðàíû îêðóæàþùåé ñðåäû è ðàçâèòèÿ âñåõ ñåëüñêîõîçÿéñòâåííûõ
âèäîâ äåÿòåëüíîñòè. Îòäåëüíîé ïðîáëåìîé ÿâëÿåòñÿ çàãðÿçíåíèå ïî÷âû òÿ-
æåëûìè ìåòàëëàìè (ÒÌ), çàíèìàþùèìè âòîðîå ìåñòî ïî ñòåïåíè îïàñíîñòè,
óñòóïàÿ ïåñòèöèäàì è çíà÷èòåëüíî îïåðåæàÿ çàãðÿçíåíèÿìè äâóîêèñüþ óã-
ëåðîäà è ñåðû. Íåñîâåðøåíñòâî ñèñòåì î÷èñòêè â ïðîèçâîäñòâå ïðèâîäÿò ê
çàãðÿçíåíèþ ïî÷âû, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ñåðüåçíîé îïàñíîñòüþ äëÿ ñåëüñêîãî õî-
çÿéñòâà è, â öåëîì, äëÿ çäîðîâüÿ ëþäåé.

Òî÷íîñòü îöåíêè âëèÿíèÿ ðàçëè÷íûõ ôàêòîðîâ íà çàãðÿçíåíèÿ ïî÷âû
ÒÌ íàïðÿìóþ çàâèñèò îò èñïîëüçóåìîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè. Ñîâðåìåí-
íûå ìîäåëè îöåíêè çàãðÿçíåííîñòè ïî÷âû âêëþ÷àþò â ñåáÿ, êàê ïðàâèëî,
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ãàçà èëè æèäêîñòè è ìàññîïåðåíîñà.

Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè çàãðÿçíåíèÿ, èñïîëüçóþùèå óðàâíåíèå êîíâåê-
öèè äèôôóçèè, ïîçâîëÿþò èçó÷èòü âëèÿíèå íåêîòîðûõ îñíîâíûõ õàðàêòå-
ðèñòèê ïî÷â (íàïðèìåð, ïîðèñòîñòè), îäíàêî, îíè íå ó÷èòûâàþò õàðàêòåð
äâèæåíèÿ æèäêîñòè â ïî÷âå è â àòìîñôåðå. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû
ïðåäëàãàåòñÿ ïðèìåíåíèå óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ â ðàìêàõ íàó÷íîãî ïðîåêòà � 19-05-50097
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Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïåðåíîñ ïðèìåñè â àòìîñôåðå ïðîèñõîäèò çà ñ÷åò âåòðà, äèôôóçèè è ãðà-
âèòàöèîííîãî îñåäàíèÿ, â ïî÷âå � äèôôóçèè è äâèæåíèÿ âëàãè. Ïðî÷íîñòü
îáðàçóåìûõ ñîåäèíåíèé îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ïðîöåññû ñîðáöèè ÒÌ ãðàíóëà-
ìè ïî÷âû è äåñîðáöèè. Îáùàÿ ñõåìà ïîêàçàíà íà ðèñóíêå 1.

Ðèñ. 1. Îáùàÿ ñõåìà ìîäåëèðóåìîãî ïðîöåññà

Äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññà ïåðåíîñà ÒÌ áûëà ïðåäëîæåíà ìîäåëü [1] íà îñíî-
âå óðàâíåíèé íåðàçðûâíîñòè, Íàâüå-Ñòîêñà, ïåðåíîñà êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè,
åå äèññèïàöèè è óðàâíåíèÿ äèôôóçèè.

Äâèæåíèå æèäêîñòè è ãàçà:
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Ïåðåíîñ âåùåñòâà â àòìîñôåðå:
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Ïåðåíîñ âåùåñòâà â ïî÷âå
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ãäå u � âåêòîð ñêîðîñòè ïîòîêà âîçäóõà, ρ � ïëîòíîñòü ñðåäû, p � äàâëå-
íèå, µ � äèíàìè÷åñêàÿ âÿçêîñòü, ρ ¯u′iu

′
j � òåíçîð òóðáóëåíòíûõ íàïðÿæåíèé,

µt � òóðáóëåíòíàÿ âÿçêîñòü. k � òóðáóëåíòíàÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ, ε �
ñêîðîñòü äèññèïàöèè. Sk è Sε çàäàþò ñâîéñòâà èñòî÷íèêà ïîòîêà è îïðåäåëÿ-
þòñÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè çàäà÷è. C1 , C2 , Cµ � ýìïèðè÷åñêèå êîíñòàíòû,
σk è σ? � ÷èñëà Ïðàíäòëÿ äëÿ k è ε ñîîòâåòñòâåííî.

Gk îïèñûâàåò ïðîèçâîäñòâî êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè, Gb � ïðîèçâîäñòâî
êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè, âûçâàííîå ïëàâó÷åñòüþ, C3 � âëèÿíèå ïëàâó÷åñòè
íà ε . Pr � òóðáóëåíòíîå ÷èñëî Ïðàíäòëÿ (0.85), v � ñîñòàâëÿþùàÿ u , ïà-
ðàëëåëüíàÿ âåêòîðó óñêîðåíèÿ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ, w � ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ
åìó. ug � ñêîðîñòü ãðàâèòàöèîííîãî îñåäàíèÿ ÒÌ. α è γ � ýìïèðè÷åñêèå
êîíñòàíòû ñêîðîñòè ñîðáöèè è äåñîðáöèè ñîîòâåòñòâåííî; c̃i � êîíöåíòðàöèÿ
i -ãî ÒÌ â ïî÷âå, ũ � âåêòîð ñêîðîñòè äâèæåíèÿ âëàãè â ïî÷âå, D � êîýô-
ôèöèåíò äèôôóçèè â ïî÷âå, ci(x, y0, z, t) � ôóíêöèÿ èñòî÷íèêà ïîñòóïëåíèÿ
i -ãî ÒÌ â ïî÷âó, îïðåäåëÿåìàÿ êàê çíà÷åíèå êîíöåíòðàöèè âåùåñòâà íà íèæ-
íåé ãðàíèöå àòìîñôåðû y0 , Kx , Kz , è Ky � êîýôôèöèåíòû ãîðèçîíòàëüíîé
è âåðòèêàëüíîé äèôôóçèè â àòìîñôåðå [2, 3].

×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû

Íà îñíîâå ïîñòðîåííîé ìîäåëè áûëè ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåí-
òû. Â êà÷åñòâå îáúåêòà èññëåäîâàíèÿ âûáðàíà îêðåñòíîñòü Íîâî÷åðêàññêîé
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ÃÐÝÑ � êðóïíåéøåãî ðåãèîíàëüíîãî èñòî÷íèêà âûáðîñîâ ÒÌ â àòìîñôåðó,
äîëÿ çàãðÿçíåíèÿ îò êîòîðîãî ñîñòàâëÿåò îêîëî 70% âñåõ âûáðîñîâ Ðîñòîâ-
ñêîé îáëàñòè [4].

Èíôîðìàöèÿ îá îáúåìàõ òÿæåëûõ ìåòàëëîâ â ïî÷âå ïðåäîñòàâëåíà êà-
ôåäðîé ïî÷âîâåäåíèÿ è îöåíêè çåìåëüíûõ ðåñóðñîâ Þæíîãî Ôåäåðàëüíîãî
óíèâåðñèòåòà [5]. Äàííûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé çíà÷åíèå êîíöåíòðàöèè c íà
ãëóáèíå y = -0,2 ì çà ïðîìåæóòîê 2000�2018 ãîäà äëÿ öèíêà, ñâèíöà, ìåäè,
õðîìà, íèêåëÿ, ìàðãàíöà è êàäìèÿ íà íåñêîëüêèõ ïëîùàäêàõ â îêðåñòíîñòè
Íîâî÷åðêàññêîé ÃÐÝÑ (ðèñ.2).

Ðèñ. 2. Ðàçìåùåíèå ïëîùàäîê è Í÷ÃÐÝÑ

×èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è ðåàëèçîâàíî ïðè ïîìîùè ïàêåòà ïðèêëàäíûõ
ïðîãðàìì ANSYS Fluent äëÿ êàæäîãî íàïðàâëåíèÿ âåòðà è êàæäîãî òèïà çà-
ãðÿçíÿþùåãî âåùåñòâà. Ïîñòîáðàáîòêà ðåçóëüòàòîâ ïðîèçâîäèëàñü íà ÿçûêå
Python v.3.6.9 c ïðèìåíåíèåì áèáëèîòåê Scipy è Numpy.

Ðèñ. 3. Ïðèìåð ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà êîíöåíòðàöèè õðîìà äëÿ çàïàäíîãî íà-
ïðàâëåíèÿ âåòðà çà 2012 ãîä (ïðîåêöèÿ YZ)



42 "Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ"

Èçó÷åíèå âàëîâîé êîíöåíòðàöèè õðîìà â ïî÷âå çà ïåðèîä ñ 2008 ïî 2014
ãîäà ïîêàçûâàåò ñîîòâåòñòâèå ïîâåäåíèÿ ïîñòðîåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäå-
ëè ïðè óâåëè÷åíèè âûáðîñîâ (íàðàùåíèå ïðîèçâîäñòâåííîé ìîùíîñòè) è èõ
óìåíüøåíèè (ìîäèôèêàöèÿ çîëîóëàâëèâàþùèõ óñòàíîâîê).

Ðèñ. 4. Ìîäåëèðîâàíèå âàëîâîãî ñîäåðæàíèå õðîìà çà 2008-2014ã. íà îäíîé
èç ïëîùàäîê

Ðèñ. 5. Ðàñïðåäåëåíèå çíà÷åíèé ñìîäåëèðîâàííîé è ýêñïåðèìåíòàëüíîé êîí-
öåíòðàöèè õðîìà ìåæäó ïëîùàäêàìè çà 2008 ãîä

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñîãëàñóþòñÿ ñ äàííûìè ýêñïåðè-
ìåíòîâ. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé êîððåêòíî îòîáðàæàþò äèíàìèêó èçìåíå-
íèÿ êîíöåíòðàöèè ÒÌ. Ïîñòðîåííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ìîæåò ïðèìå-
íÿòüñÿ äëÿ àíàëèçà òåêóùåé ñèòóàöèè è ïðîãíîçèðîâàíèÿ äèíàìèêè ìèãðà-
öèè ÒÌ â ïî÷âå îò íàçåìíîãî èñòî÷íèêà ýìèññèè ïîëëþòàíòîâ.
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ÏËÀÂËÅÍÈÅ ÑÀÏÔÈÐÀ Â ÓÄÀÐÍÎÉ ÂÎËÍÅ1

Îñòðèê À.Â., Íèêîëàåâ Ä.Í.
Èíñòèòóò ïðîáëåì õèìè÷åñêîé ôèçèêè ÐÀÍ, ã. ×åðíîãîëîâêà

Ââåäåíèå

Ïëàâëåíèå, ÿâëÿÿñü ôàçîâûì ïåðåõîäîì ïåðâîãî ðîäà, ñóùåñòâåííî âëè-
ÿåò íà ñâîéñòâà âåùåñòâà, íåêîòîðûå õàðàêòåðèñòèêè (ïëîòíîñòü, ýíòðîïèÿ,
ýëåêòðîïðîâîäíîñòü, ïðîçðà÷íîñòü) êîòîðûõ ïðåòåðïåâàþò ñêà÷îê íà êðèâîé
ïëàâëåíèÿ. Íåîáõîäèìîñòü â èíôîðìàöèè î ïëàâëåíèè ïðè âûñîêèõ äàâëåíè-
ÿõ âîçíèêàåò â ôèçèêå óäàðíûõ âîëí (ÓÂ), ôèçèêå òâåðäîãî òåëà, ãåîôèçèêå,
àñòðîôèçèêå, à òàêæå âî ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ îáëàñòÿõ èíæåíåðíîé íàóêè.
Â ÷àñòíîñòè, çíàíèå êðèâûõ ïëàâëåíèÿ òðåáóåòñÿ äëÿ ëó÷øåãî ïîíèìàíèÿ
ñòðóêòóðû ïëàíåò è ïîñòðîåíèÿ èõ òåïëîâûõ ìîäåëåé [1].

Ïðîáëåìå ïëàâëåíèÿ êðèñòàëëîâ ïðè ñæàòèè ïîñâÿùåíî áîëüøîå êîëè-
÷åñòâî ðàáîò. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êðèâûõ ïëàâëåíèÿ âåùåñòâà ïîä äàâëåíèåì
èñïîëüçóþòñÿ â îñíîâíîì ñëåäóþùèå ìåòîäû:

� îïòè÷åñêîå, ðåíòãåíîâñêîå èëè ðàìàíîâñêîå îáíàðóæåíèå ïëàâëåíèÿ
ïðè ñòàòè÷åñêîì ñæàòèè â àëìàçíîé íàêîâàëüíå (ÿ÷åéêå âûñîêîãî äàâ-
ëåíèÿ);

� íàáëþäåíèå ôàêòà ïëàâëåíèÿ, âûçâàííîãî ÓÂ, â äèíàìè÷åñêèõ ýêñïå-
ðèìåíòàõ (èçìåíåíèÿ íàêëîíà óäàðíîé àäèàáàòû è (èëè) çàâèñèìîñòè
òåìïåðàòóðû óäàðíîãî ñæàòèÿ îò äàâëåíèÿ çà ôðîíòîì ÓÂ);

� ïîñòðîåíèå ìíîãîôàçíûõ óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ (ÓÐÑ) ñ âûäåëåíèåì
ãðàíèö àãðåãàòíûõ ñîñòîÿíèÿ, â òîì ÷èñëå, ìåæäó òâåðäîé è æèäêîé
ôàçàìè;

� ðàñ÷åòû ab initio è ìåòîäîì ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè.

Äëÿ íåêîòîðûõ ìåòàëëîâ, íàïðèìåð, ìåäè, ñîãëàñèå ìåæäó ðàñ÷åòíûìè
è ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî õîðîøèì [2, 3], íî
äëÿ äðóãèõ ïåðåõîäíûõ ìåòàëëîâ (â ÷àñòíîñòè, ìîëèáäåíà) åäèíîãî ìíåíèÿ
ïî èíòåðïðåòàöèè ïîëó÷åííûõ äàííûõ [4, 5, 6] ïîêà íå ñóùåñòâóåò

Ïî ðÿäó ïðè÷èí ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ ïî ïëàâëåíèþ áûëè â
îñíîâíîì ñîñðåäîòî÷åíû íà ìåäè, æåëåçå è íåêîòîðûõ äðóãèõ ïåðåõîäíûõ
ìåòàëëàõ, îõâàòûâàÿ äàâëåíèÿ áîëåå 10 ÃÏà è òåìïåðàòóðû âûøå 1000 Ê.
Ïîýòîìó îñòàëèñü íåäîñòàòî÷íî èññëåäîâàííûìè äàæå ïðè ñðàâíèòåëüíî
íèçêèõ äàâëåíèÿõ êðèâûå ïëàâëåíèÿ íå ìåíåå èíòåðåñíûõ äëÿ òåîðèè è

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÍÔ (ñîãëàøåíèå � 21-72-20023)
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ïðàêòèêè ìåòàëëîâ, íàïðèìåð, òàêèõ êàê ìàãíèé, ìàðãàíåö, çîëîòî, ñåðåáðî,
öèíê, êàäìèé, àëþìèíèé, èíäèé è ñâèíåö.

Âàæíûì îêîííûì ìàòåðèàëîì, èñïîëüçóåìûì â äèíàìè÷åñêèõ ýêñïåðè-
ìåíòàõ ñ âûñîêèìè äàâëåíèÿìè è òåìïåðàòóðàìè, ÿâëÿåòñÿ ñàïôèð (Al2O3 ).
Ýòî æåñòêèé è ïðîçðà÷íûé äèýëåêòðèê, èç êîòîðîãî èçãîòàâëèâàåòñÿ ÿ÷åéêà
äëÿ ðàçìåùåíèÿ è ìíîãîêðàòíîãî óäàðíîãî ñæàòèÿ â íåé æèäêîãî âîäîðîäà,
î ìåòàëëèçàöèè êîòîðîãî ñóäÿò ïî ïîâûøåíèþ åãî ýëåêòðîïðîâîäíîñòè [7],
[8]. Åñëè æå ïîä äàâëåíèåì ýëåêòðîïðîâîäÿùåé îêàçûâàåòñÿ ñàìà ÿ÷åéêà,
òî âûâîä î íàñòóïëåíèè ìåòàëëèçàöèè âîäîðîäà îêàçûâàåòñÿ ëîæíûì. Ïî-
ýòîìó âåñüìà âàæåí âîïðîñ: ñîõðàíÿåò ëè îêîííûé ìàòåðèàë ñàïôèð ñâîè
ñâîéñòâà ïðè âûñîêèõ äàâëåíèÿõ è òåìïåðàòóðàõ, îñîáåííî ïðîçðà÷íîñòü è
íèçêóþ ýëåêòðîïðîâîäíîñòü. Ýëåêòðîïðîâîäíîñòü, êîíå÷íî, ÷óâñòâèòåëüíà ê
ñîñòîÿíèþ âåùåñòâà, ê åãî ñòðóêòóðå. Â óñëîâèÿõ äèíàìè÷åñêèõ ýêñïåðèìåí-
òîâ çà÷àñòóþ òðóäíî îïðåäåëèòü ýòî ñîñòîÿíèå. Íàïðèìåð, ñëîæíî óçíàòü,
íàõîäèòñÿ ëè ñàïôèð â òâåðäîì èëè æèäêîì ñîñòîÿíèè, õîòÿ õîðîøî èçâåñò-
íî, ÷òî â ñèëüíûõ ÓÂ âåùåñòâî ïëàâèòñÿ. Â òî æå âðåìÿ äàííûõ î êðèâîé
ïëàâëåíèÿ ñàïôèðà ïðè âûñîêèõ äàâëåíèÿõ ÿâíî íåäîñòàòî÷íî.

Â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä ðàñ÷åòà êðèâûõ ïëàâëåíèÿ êðèñòàëëè÷å-
ñêèõ òåë íà îñíîâå òåîðèè òåïëîåìêîñòè Äåáàÿ (â ñëó÷àå ìåòàëëîâ òàêæå
ó÷èòûâàåòñÿ âêëàä â òåïëîåìêîñòü ýëåêòðîííîé ïîäñèñòåìû) è êðèòåðèÿ
ïëàâëåíèÿ Ëèíäåìàíà. Â êà÷åñòâå îñíîâíûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ èñ-
ïîëüçóþòñÿ óäàðíûå àäèàáàòû (ÓÀ), îïðåäåëÿåìûå â äèíàìè÷åñêèõ ýêñïåðè-
ìåíòàõ, è òåïëîôèçè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè âåùåñòâà ïðè íîðìàëüíûõ óñëî-
âèÿõ. Ìàòåìàòè÷åñêè çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ñèñòåìà ðåøàåòñÿ ÷èñëåííî
ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòû.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, îäíèì èç íàïðàâëåíèé èçó÷åíèÿ ïëàâëåíèÿ ÿâëÿþò-
ñÿ äèíàìè÷åñêèå ýêñïåðèìåíòû [9], â êîòîðûõ âûñîêèå äàâëåíèÿ ñîçäàþòñÿ â
òå÷åíèå êîðîòêîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè â ðåçóëüòàòå äåòîíàöèè âçðûâ÷àòûõ
âåùåñòâ. Ëåãêîãàçîâàÿ ïóøêà èñïîëüçîâàëàñü äëÿ èçó÷åíèÿ æåëåçà [10], íî å¼
âîçìîæíîñòåé åäâà õâàòàåò äëÿ íàáëþäåíèÿ óäàðíîãî ïëàâëåíèÿ òóãîïëàâ-
êèõ îêñèäîâ [11]. Â äàëüíåéøåì äëÿ èçó÷åíèÿ îêñèäîâ áûëè èñïîëüçîâàíû
ëàçåðíûå ÓÂ [12], [13], [14], [15]. Äëÿ ðåãèñòðàöèè ìîìåíòà ïëàâëåíèÿ óäàðíî
ñæàòîãî âåùåñòâà èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ìåòîäû:

� èçìåðåíèåì äëÿ îáðàçöîâ ðàçëè÷íîé êðèñòàëëîãðàôè÷åñêîé îðèåíòà-
öèè óäàðíûõ àäèàáàò (ÓÀ), ðàçíèöà ó êîòîðûõ ïðè ïëàâëåíèè ïðîïà-
äàåò [15];

� ïî äèôðàêöèîííîé êàðòèíå ïðè îáëó÷åíèè óäàðíî íàãðóæàåìûõ êðè-
ñòàëëîâ ðåíòãåíîâñêèì èçëó÷åíèåì [16];

� ïîñðåäñòâîì ïðÿìîãî íàáëþäåíèÿ òåìïåðàòóðû çà ôðîíòîì ÓÂ [12],
[13], [14].
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Â ýòîé ðàáîòå äëÿ ãåíåðàöèè ÓÂ èñïîëüçîâàëèñü âçðûâíûå êóììóëÿòèâ-
íûå ãåíåðàòîðû íà îñíîâå ìàõîâñêîãî îòðàæåíèÿ ÓÂ îò îñè ñèììåòðèè,
ãåíåðèðóþùèå äàâëåíèÿ â äèàïàçîíå ìåæäó äàâëåíèÿìè ãàçîâîé ïóøêè è
ëàçåðíîé ÓÂ. Òåìïåðàòóðà çà ôðîíòîì ÓÂ ðåãèñòðèðîâàëàñü îïòè÷åñêîé
ïèðîìåòðèåé. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ïðè ïëàâëåíèè
ñàïôèðà â ðåçóëüòàòå óäàðíîãî ñæàòèÿ, ñðàâíèâàþò ñ òåìïåðàòóðîé çà ÓÂ
è êðèâîé ïëàâëåíèÿ, ðàññ÷èòûâàåìûìè ïî ïðåäëàãàåìîìó â ñòàòüå ìåòîäó.

I Ïîñòðîåíèå óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ è ðàñ÷åò êðèâûõ
ïëàâëåíèÿ â îáëàñòè ñæàòèÿ

Ïðè ïîñòðîåíèè ÓÐÑ âåùåñòâà òðàäèöèîííî èñïîëüçóþòñÿ äàííûå
óäàðíî-âîëíîâûõ ýêñïåðèìåíòîâ â ñî÷åòàíèè ñ äàííûìè î åãî òåïëîôèçè-
÷åñêèõ ñâîéñòâàõ, â ÷àñòíîñòè, çàâèñèìîñòè óäåëüíîé òåïëîåìêîñòè îò ïëîò-
íîñòè è òåìïåðàòóðû. Óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ ñòðîÿòñÿ â âèäå:

E = E(ρ, T ) = Ec(ρ) + ET (ρ, T ) = Ec(ρ) +

T∫
0

CV (ρ, T )dT, (1)

P = P (ρ, T ) = Pc(ρ) + Γ(ρ, T )ρET = ρ2
dEc

dρ
+ Γ(ρ, T )

T∫
0

CV (ρ, T )dT, (2)

ãäå ρ � ïëîòíîñòü âåùåñòâà; E,Ec, ET � ïîëíàÿ, õîëîäíàÿ è òåïëîâàÿ óäåëü-
íûå ýíåðãèè; P, Pc, PT � ïîëíîå, õîëîäíîå è òåïëîâîå äàâëåíèÿ; Γ = Γ(ρ, T )
� ôóíêöèÿ Ãðþíàéçåíà; CV � óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü.

Â ÓÐÑ âèäà (1), (2) âõîäÿò äâå íåèçâåñòíûå ôóíêöèè Ec(ρ) è Γ(ρ, T )
(çàâèñèìîñòü óäåëüíîé òåïëîåìêîñòè îò ïëîòíîñòè è òåìïåðàòóðû ñ÷èòàåòñÿ
èçâåñòíîé), êîòîðûå äîëæíû áûòü ïîñòðîåíû èç äàííûõ óäàðíî-âîëíîâûõ
ýêñïåðèìåíòîâ ñ ó÷åòîì îñíîâíîãî òåðìîäèíàìè÷åñêîãî òîæäåñòâà:(

∂E

∂(1/ρ)

)
T

= T

(
∂P

∂T

)
ρ

− P. (3)

Ïîäñòàâëÿÿ (1), (2) â (3), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôè-
öèåíòà Ãðþíàéçåíà(

∂TETΓ

∂T

)
ρ

− 2
TETΓ

T
=

(
∂ET

ρ∂(1/ρ)

)
T

. (4)

Èíòåãðèðóÿ (4) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (ó÷ëè, ÷òî T → 0 è CV → 0)

ETΓ

T

∣∣∣∣
T=0

= lim
t→0

∂Cv
∂T

∣∣∣∣
T=0

T 2

2

Γ

T
= lim

t→0

∂Cv
∂T

∣∣∣∣
T=0

ΓT

2
= 0,
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ïîëó÷àåì

Γ(ρ, T ) =
T

ET (ρ, T )

T∫
0

(
∂ET (ρ, T )

ρ∂(1/ρ)

)
T

dT

T 2
. (5)

ãäå v = 1/ρ , Γ0(ρ) � ôóíêöèÿ Ãðþíàéçåíà ïðè íîðìàëüíîé òåìïåðàòóðå
(çäåñü è äàëåå èíäåêñîì íîëü îòìå÷àþòñÿ âåëè÷èíû, îòíîñÿùèåñÿ ê íîð-
ìàëüíûì óñëîâèÿì).

Äëÿ Äåáàåâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ, êîãäà ET (ρ, T ) = TeT (θD(ρ)/T ) è
Cv(ρ, T ) = Cv(θD(ρ)/T ) èç (5) ïîëó÷àåì, èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì

Γ(ρ) = Γ00(ρ) = −dlnθD(ρ)

dln(1/ρ)
, (6)

ãäå Γ00(ρ) � ôóíêöèÿ Ãðþíàéçåíà ïðè àáñîëþòíîì íóëå.
Òàêèì îáðàçîì,â ñîîòâåòñòâèè ñ (6) â Äåáàåâñêîì ïðèáëèæåíèè ôóíêöèÿ

Ãðþíàéçåíà íå çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû, à ñàìî ñîîòíîøåíèå (6) îáåñïå÷èâà-
åò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîé ñîâìåñòíîñòè.

Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå, ñ ó÷åòîì âêëàäà â òåïëîåìêîñòü ýëåêòðîííîé êîì-
ïîíåíòû óäåëüíàÿ âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

ET (T ) = TeT

(
θD(ρ)

T

)
+
CeT

2

2

(
ρ0
ρ

)γe
, (7)

ãäå ρ0 � ïëîòíîñòü âåùåñòâà ïðè íîðìàëüíûõ óñëîâèÿõ; Ce � êîýôôèöèåíò
ýëåêòðîííîé òåïëîåìêîñòè; γe � ýëåêòðîííûé àíàëîã êîýôôèöèåíòà Ãðþ-
íàéçåíà. Èç (5) - (7) ïîëó÷àåì

Γ(ρ, T ) =
T

ET (ρ, T )

[
Γ00(ρ)eT

(
θD(ρ)

T

)
+ γe

CeT

2

(
ρ0
ρ

)γe]
. (8)

Ñîãëàñíî (8) ïðè ó÷åòå âêëàäà ýëåêòðîííîé òåïëîåìêîñòè ôóíêöèÿ Ãðþ-
íàéçåíà çàâèñèò è îò òåìïåðàòóðû è çàäàåòñÿ ôóíêöèÿìè ïëîòíîñòè θD(ρ) ,
Γ00(ρ) , îïðåäåëÿåìûìè äàëåå â òàáëè÷íîì âèäå.

Äëÿ ðàñ÷åòà ôóíêöèÿ õîëîäíîé ýíåðãèè Ec = Ec(ρ) èñïîëüçóþòñÿ äàí-
íûå ïî óäàðíîé ñæèìàåìîñòè PH = PH(ρ) . Èç ñîîòíîøåíèÿ Ãþãîíèî íà
ôðîíòå ÓÂ èìååì: :

E − E0 =
1

2
(PH(ρ) + P0)

(
1

ρ0
− 1

ρ

)
,

îòêóäà, èñïîëüçóÿ (1), ïîëó÷àåì

ET (ρ, TH(ρ)) = ψ(ρ)− E∗c , (9)

ψ(ρ) = (PH(ρ)+P0)(1/ρ0−1/ρ)/2+ET0, ET0 = ET (ρ0, T0), E
∗
c = Ec(ρ)−Ec(ρ0),
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ãäå TH(ρ) � òåìïåðàòóðà íà óäàðíîé àäèàáàòå.
Îòìåòèì, ÷òî åñëè ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ ÓÀ çàäàíà ëèíåéíîé çàâèñèìî-

ñòüþ D = α + βU ìåæäó âîëíîâîé è ìàññîâîé ñêîðîñòÿìè (D � âîëíîâàÿ
ñêîðîñòü; U � ìàññîâàÿ ñêîðîñòü, α, β � ýêñïåðèìåíòàëüíî îïðåäåëÿåìûå
êîýôôèöèåíòû), òî óäàðíàÿ ñæèìàåìîñòü ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî èçâåñòíîìó ñî-
îòíîøåíèþ

PH(ρ) = P0 + ρ0DU = P0 + ρ0
α2(1− ρ0/ρ)

[1− β(1− ρ0/ρ)]2
.

Ïîñêîëüêó íà ÓÀ óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ òàêæå âûïîëíÿþòñÿ, òî

− dE∗c
d(1/ρ)

+ Γ(ρ, TH(ρ))ρET (ρ, TH(ρ)) = PH(ρ). (10)

Äëÿ ïîëèêðèñòàëëè÷åñêîãî òåëå ôóíêöèÿ Γ00(ρ) ðàññ÷èòûâàåòñÿ èç èç-
âåñòíîãî ñîîòíîøåíèÿ (t = 0 � òåîðèÿ Ëàíäàó � Ñëýòåðà; t = 1 � òåîðèÿ
Äóãëåéëà � Ìàêäîíàëüäà; t = 2 � òåîðèÿ ñâîáîäíîãî îáúåìà) (γ = 2t/3)

Γ00(ρ) = −2− t
3
− 1

2ρ

d2

d(1/ρ)2 (ρ−γPc(ρ))

d
d(1/ρ) (ρ−γPc(ρ))

, Pc(ρ) = − dE∗c
d(1/(ρ)

. (11)

Âõîäÿùèé â (11) ïàðàìåòð t ìîæåò áûòü îïðåäåëåí èç óñëîâèÿ êàñàíèÿ òðå-
òüåãî ïîðÿäêà ÓÀ è íóëåâîé èçýíòðîïû (â ñëó÷àå D = α + βU )

Γ00(ρ00) = 2β − 2 + t

3
.

Èç (8)-(11) ïîëó÷àåì ñèñòåìó ïÿòè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé ïëîòíîñòè

dE∗c
dρ

= Y1,
dY1
dρ

= Y2,

dY2
dρ

=
2

ρ2

(t− 7

3
+ Γf00(ρ)

)
(ρY2 + (2− γ)Y1) + (3− γ)(2− γ)

Y1
ρ2
,

dTH
dρ

=
dψ/dρ− Y1 − (∂ET/∂ρ)T

(∂ET/∂T )ρ
,

dθD
dρ

=
θD
ρ

Γf00(ρ),

(12)

ãäå Y1, Y2 � ïåðâàÿ è âòîðàÿ ïðîèçâîäíûå õîëîäíîé ýíåðãèè ïî ïëîòíîñòè, à
ôóíêöèÿ Γf00(ρ) ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî ôîðìóëå (ε - îòíîøåíèå òåïëîâûõ ýíåð-
ãèé ýëåêòðîíîâ è àòîìîâ êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè)

Γf00(ρ) =
PH(ρ)− ρ2Y1
ρ(ψ(ρ)− E∗c (ρ))

(1− ε)− ε, ε =
CeT

2eT

(ρo
ρ

)γe
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Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (12) çàäàþòñÿ ïðè íîðìàëü-
íîé ïëîòíîñòè ρ = ρ0 (èíäåêñîì íîëü îòìå÷àþòñÿ âåëè÷èíû ïðè íîðìàëü-
íûõ óñëîâèÿõ):

E∗
c |ρ=ρ0 = 0, Y1

∣∣∣∣
ρ=ρ0

=
P0

ρ20
− Γ0ET0

ρ0
, Y2

∣∣∣∣
ρ=ρ0

= −dPH
ρ2dρ

∣∣∣∣
ρ=ρ0

− 2P0

ρ30
− Γ0ET0

ρ20
(Γ0 − 2). (13)

TH

∣∣∣∣
ρ=ρ0

= T0, θD

∣∣∣∣
ρ=ρ0

= θD0, (14)

Ïåðâîå óñëîâèå � î÷åâèäíî èç îïðåäåëåíèÿ E∗c . Âòîðîå óñëîâèå ñëåäóåò
èç (10). Òðåòüå óñëîâèå äëÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç
óñëîâèÿ êàñàíèÿ óäàðíîé àäèàáàòû è èçýíòðîïû (∂P/∂ρ)H0 = (∂P/∂ρ)S0 ).
×åòâåðòîå è ïÿòîå óñëîâèÿ � î÷åâèäíû òàêæå.

Ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (12) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
(13), (14) èíòåãðèðóþòñÿ ÷èñëåííî ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòû ÷åòâåðòîãî ïîðÿä-
êà òî÷íîñòè ñ ïåðåìåííûì øàãîì ïî ïëîòíîñòè.

Êàê ïðàâèëî, àäåêâàòíîñòü ïîñòðîåííûõ ÓÐÑ â ïåðâóþ î÷åðåäü îáîñ-
íîâûâàåòñÿ ñðàâíåíèåì ñ äàííûìè äèíàìè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî óäàð-
íîé ñæèìàåìîñòè. Â ïðåäëàãàåìîì ïîäõîäå óäàðíàÿ ñæèìàåìîñòü âîñïðî-
èçâîäèòñÿ ñ ëþáîé ðàçóìíîé (ñ îøèáêîé íå áîëåå ïîãðåøíîñòè ýêñïåðèìåí-
òàëüíûõ äàííûõ) òî÷íîñòüþ, ò.ê. èñïîëüçóåòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè ÓÐÑ. Ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ öåëåñîîáðàçíûì ïðîâåñòè ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ ïî
ÓÐÑ, ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè ïî êðèâûì ïëàâëåíèÿ. Äëÿ ðàñ÷å-
òà êðèâûõ ïëàâëåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ êðèòåðèé ïëàâëåíèÿ Ëèíäåìàíà. Ñóòü
êðèòåðèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â óòâåðæäåíèè, ÷òî ïëàâëåíèå íàñòóïàåò, êîãäà îò-
íîøåíèå ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî îòêëîíåíèÿ ê êâàäðàòó ðàññòîÿíèÿ ìåæäó
ñîñåäíèìè àòîìàìè äîñòèãàåò ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ [17]. Ýòîò ôèçè÷åñêè ïî-
íÿòíûé êðèòåðèé èñïîëüçîâàëñÿ â ðÿäå ðàáîò äëÿ ðàñ÷åòà êðèâûõ ïëàâëåíèÿ
ìíîãèõ ìåòàëëîâ (ñì., íàïðèìåð, [18], [19], [20]). Áîëåå îáùàÿ ìàòåìàòè÷å-
ñêàÿ ôîðìóëèðîâêà êðèòåðèÿ Ëèíäåìàíà ïîëó÷àåòñÿ íà îñíîâå êëàññè÷åñêî-
ãî ïîäõîäà ñðåäíåãî ïîòåíöèàëà ïîëÿ [21].

Tm = const× ρ−2/3θ2D, (15)

ãäå Tm � òåìïåðàòóðà ïëàâëåíèÿ.
Èç (15) ñëåäóåò

Tm = Tmo × (ρm0/ρ)2/3θ2D, (16)

ãäå Tm0 � òåìïåðàòóðà ïëàâëåíèÿ ïðè íîðìàëüíîì àòìîñôåðíîì äàâëåíèè;
ρm0 � ïëîòíîñòü âåùåñòâà â òâåðäîì ñîñòîÿíèè ïðè Tm0 è íîðìàëüíîì äàâ-
ëåíèè.

Ñîãëàñíî (16) çàâèñèìîñòü ìîæåò áûòü ðàññ÷èòàíà ïðè èçâåñòíîé ôóíê-
öèè θD = θD(ρ) (â íàøåì ñëó÷àå îïðåäåëåííîé ïðè ïîñòðîåíèè ÓÐÑ) è
ýêñïåðèìåíòàëüíî èçìåðåííûõ çíà÷åíèÿõ ïëîòíîñòè ρm0 [22] è òåìïåðàòó-
ðû Tm0 . Â èòîãå, èñõîäÿ èç ÓÐÑ P = P (ρ, T ) è âõîäÿùåé â ïðåäëàãàåìûé
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ÓÐÑ çàâèñèìîñòè θD = θD(ρ) êðèâàÿ ïëàâëåíèÿ Tm = Tm(P ) ñòðîèòñÿ â
ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå, ãäå â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà âûñòóïàåò ïëîòíîñòü:

Tm = Tm(ρ), P = P (ρ, Tm(ρ)). (17)

II Ýêñïåðèìåíòàëüíûé ìåòîä èññëåäîâàíèÿ

Èçâåñòíû âçðûâíûå óñòðîéñòâà [23], [24], [25], ãåíåðèðóþùèå âûñîêèå
äàâëåíèÿ ïîñðåäñòâîì íåðåãóëÿðíîãî ìàõîâñêîãî îòðàæåíèÿ êîíè÷åñêè ñõî-
äÿùèõñÿ ÓÂ. Ýòè óñòðîéñòâà èñïîëüçîâàëè ðåæèì îäèíî÷íîãî îòðàæåíèÿ,
ïðè êîòîðîì íàáëþäàåòñÿ áûñòðîå ïàäåíèåì äàâëåíèÿ çà äèñêîì Ìàõà. Áî-
ëåå ïëàâíîå çàòóõàíèå äàâëåíèÿ çà äèñêîì Ìàõà óäàåòñÿ ïîëó÷èòü â óñòðîé-
ñòâå [26], â êîòîðîì ðåàëèçóåòñÿ äâîéíîå ìàõîâñêîå îòðàæåíèå. Â ýòîì
óñòðîéñòâå äâîéíîå ìàõîâñêîå îòðàæåíèå ôîðìèðóåòñÿ â ñëîèñòîì öèëèí-
äðè÷åñêîì öåíòðàëüíîì òåëå �òâåðäàÿ îáîëî÷êà � ìÿãêèé ñåðäå÷íèê�, íî çà-
ðÿä è ëàéíåð îñòàþòñÿ êîíè÷åñêèìè, êàê è â [23], [24], [25], ÷òî ñóùåñòâåííî
çàòðóäíÿåò èçãîòîâëåíèå òàêîãî óñòðîéñòâà.

Â ðàáîòå [27] áûëî ïðåäëîæåíî ïîëíîñòüþ îòêàçàòüñÿ îò êîíè÷åñêèõ äå-
òàëåé, äèíàìè÷åñêè ôîðìèðóÿ êîíè÷åñêóþ ãåîìåòðèþ â ïåðâîíà÷àëüíî öè-
ëèíäðè÷åñêîì ãåíåðàòîðå. Â ýòîì ñëó÷àå êîíè÷åñêàÿ äåòîíàöèîííàÿ âîëíà
ãåíåðèðóåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì èíèöèèðîâàíèåì îñíîâíîãî çàðÿäà ìíîãî-
òî÷å÷íûì ðàñïðåäåëèòåëåì äåòîíàöèè. Íà îñíîâå ìàëîãî îäíîñòóïåí÷àòîãî
ãåíåðàòîðà [27] (ñì. ðèñ. 1) áûëè ðàçðàáîòàíû è áîëåå ìîùíûå âçðûâíûå
óñòðîéñòâà.

Ðèñ. 1. Ìàëûé îäíîñòóïåí÷àòûé ãå-
íåðàòîð âûñîêîãî äàâëåíèÿ.

Õàðàêòåðèñòèêè ýòèõ ãåíåðàòîðîâ,
èñïîëüçóþùèõ äâîéíîå ìàõîâñêîå îò-
ðàæåíèå, ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå 1.
Îòìåòèì, ÷òî ìàêñèìàëüíîå äàâëå-
íèå, ïîëó÷åííîå â ñàïôèðå ïðè ïî-
ìîùè äâóõñòóïåí÷àòîé ëåãêîãàçîâîé
ïóøêè, ñîñòàâèëî 340 ÃÏà [28], è
ýòî çíà÷åíèå îêàçûâàåòñÿ óæå ìåíü-
øå, ÷åì äëÿ ìàëîãî îäíîñòóïåí÷àòî-
ãî ãåíåðàòîðà. Ïðèâåäåííûå â òàáëè-
öå âåëè÷èíû äàâëåíèé ñîîòâåòñòâó-
þò èõ ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèÿì, íî
ïîñðåäñòâîì âàðüèðîâàíèÿ ãåîìåòðèè
ðàñïðåäåëèòåëÿ äåòîíàöèè ãåíåðèðó-
åìûå äàâëåíèÿ âîçìîæíî óìåíüøàòü
â íåêîòîðûõ ïðåäåëàõ (ïîðÿäêà äâóõ
ðàç).

Òàêèì îáðàçîì, ðàçðàáîòàííûé íàáîð âçðûâíûõ ãåíåðàòîðîâ ñ äâîéíûì
ìàõîâñêèì îòðàæåíèåì ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü äèíàìè÷åñêèå ýêñïåðèìåíòû â
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Òàáëèöà 1.

Õàðàêòåðèñòèêè ãåíåðàòîðîâ âûñîêèõ äàâëåíèé

Õàðàêòåðèñòèêè Ìàëûé Áîëüøîé Áîëüøîé
ãåíåðàòîðà îäíîñòóïåí÷àòûé îäíîñòóïåí÷àòûé äâóñòóïåí÷àòûé
Äèàìåòð, ìì 150 216 216
Äëèíà, ìì 150 250 250

Ìàññà ÂÂ, êã 3,9 12,5 12,5
Äèàìåòð ÓÂ, ìì 20-26 20 10
Pmax â SiO2, ÃÏà 295 520 1050
Pmax â Al2O3, ÃÏà 395 680 1320
Pmax â Fe, ÃÏà 490 860 1700

øèðîêîì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ äàâëåíèé: îò 2,5 Ìáàð äî 17 Ìáàð.
Èçìåðåíèå óäàðíîé ñæèìàåìîñòè ïðîèçâîäèëîñü ìåòîäîì îòðàæåíèÿ [29].

Êðèñòàëëè÷åñêèé α -êâàðö (õ-ñðåç) áûë âûáðàí â êà÷åñòâå âåùåñòâà � ýòà-
ëîíà [30]. Îïòè÷åñêàÿ ðåãèñòðàöèÿ òåìïåðàòóðû ôðîíòà ÓÂ âûïîëíÿëàñü
ìíîãîêàíàëüíûì ïèðîìåòðîì ñ îïòè÷åñêèì ââîäîì èçëó÷åíèÿ. Êàëèáðîâ-
êà ïèðîìåòðà äåëàëàñü ïî âîëüôðàìîâîé ëåíòî÷íîé ëàìïå [31]. Ïîëîñà ðå-
ãèñòðàöèè ïèðîìåòðà 500 ÌÃö äîñòàòî÷íà äëÿ èçìåðåíèÿ òåìïåðàòóðû íà
ñòàöèîíàðíûõ ó÷àñòêàõ çàïèñåé äëèíîé 70-250 íñ.

III Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ

Ñàïôèð (Al2O3 ) ÿâëÿåòñÿ ìîëåêóëÿðíûì êðèñòàëëîì è äèýëåêòðèêîì
ñ çàïðåùåííîé çîíîé øèðèíîé 4,8 ýÂ. Ñîîòâåòñòâåííî, ó íåãî îòñóòñòâóåò
ýëåêòðîííàÿ ÷àñòü òåïëîåìêîñòè, è â ðàñ÷åòàõ ïîëàãàëîñü Ce = 0 .

Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ èíôîðìàöèÿ îá ÓÀ ñàïôèðà, òðåáóþùàÿñÿ äëÿ ïî-
ñòðîåíèÿ ÓÐÑ, áðàëàñü èç ðàáîò [28], [32], [33] è äàííûõ [34], âçÿòûõ èç
ðàáîòû [35]. Íàøè ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 2 âìå-
ñòå ñ äàííûìè [28], [32], [33], [34] è ðåçóëüòàòàìè ðàñ÷åòîâ [36], [37], à òàêæå
ïî ÓÐÑ SESAME � 7411 [37]. Âèäíî, ÷òî ïîëó÷åííûå íàìè äàííûå â îáëà-
ñòè çíà÷åíèé ìàññîâîé ñêîðîñòè 11 � 14 êì/ñ ïîäòâåðæäàþò ¾æåñòêèé¿ õîä
ÓÀ, çàäàííûé òî÷êàìè [32], [34]. Òî÷êè â îáëàñòè íèçêèõ çíà÷åíèé ìàññîâîé
ñêîðîñòè U < 10 êì/ñ õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ äàííûìè [28].

Òàêèì îáðàçîì, âî âñåé ïðåäñòàâëÿþùåé èíòåðåñ îáëàñòè õîðîøî ðàáî-
òàåò àïïðîêñèìàöèÿ Êåðëè (Kerley) [37] ( [D] = [U ]=êì/ñ)

D = 7, 673 + 1, 23U, (18)
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Ðèñ. 2. Óäàðíàÿ àäèàáàòà ñàïôèðà: 1
� ýòà ðàáîòà; 2 � [28]; 3 � ëèíåéíàÿ
àïïðîêñèìàöèÿ èç [28]; 4 � [32]; 5 �
SESAME-7411 èç [37]; 6 � [34], [35]; 7
� [33]; 8 � QMD-âû÷èñëåíèÿ [36]; 9 �
ëèíåéíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ èç [37].

Ðèñ. 3. Òåìïåðàòóðà óäàðíî ñæàòîãî
ñàïôèðà â çàâèñèìîñòè îò äàâëåíè-
ÿåíèÿ. Ýêñïåðèìåíò: 1 � ýòà ðàáîòà,
2 � [38]. Ðàñ÷åòû: 3 � [37]; 4 � [36]; 5
� SESAME�7411 èç [37]; 6 � ïî ÓÐÑ,
ýòà ðàáîòà; 7 � êðèâàÿ ïëàâëåíèÿ, ýòà
ðàáîòà.

íî ïðè íåâûñîêèõ äàâëåíèÿõ ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû ëó÷øå îïèñû-
âàþò äàííûå Ýðñêèíå (Erskine) [28] ñ àïïðîêñèìàöèåé

D = 8, 74 + U. (19)

Äëÿ èçó÷åíèÿ âëèÿíèÿ òî÷íîñòè çàäàíèÿ ÓÀ íà êðèâóþ ïëàâëåíèÿ ðàñ÷åòû
ïðîâîäèëèñü ïî ÓÀ (18) è ïî êîìáèíàöèè èç (18) è ( 19):

D =

{
8, 74 + U, U 6 4, 639

7, 673 + 1, 23× U, U > 4, 639.
(20)

Ïîëó÷åííûå â ðàáîòå ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå ïî òåìïåðàòóðàì óäàð-
íîãî ñæàòèÿ ñàïôèðà ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 3. Â [32], [38] ýêñïåðèìåíòàëüíî
áûëî ïîêàçàíî, ÷òî îòðàæàòåëüíàÿ ñïîñîáíîñòü ôðîíòà ÓÂ â ñàïôèðå ìîæåò
äîñòèãàòü çíà÷èòåëüíûõ (äî R = 0,3 - 0,4) âåëè÷èí, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò èçëó÷à-
òåëüíîé ñïîñîáíîñòè ε = 0,6 � 0,7 è ïðèâîäèò ê çàìåòíîé ðàçíèöå èñòèííîé è
ÿðêîñòíîé òåìïåðàòóð. Äàííûå ïî êîýôôèöèåíòàì îòðàæåíèÿ [32], [36], [38]
èñïîëüçîâàëèñü ïðè îáðàáîòêå íàøèõ òåìïåðàòóð äëÿ òî÷åê ñ äàâëåíèåì
âûøå 800 ÃÏà (îòðàæàòåëüíàÿ ñïîñîáíîñòü íèæå 800 ÃÏà íè÷òîæíî ìàëà
äëÿ òîãî, ÷òîáû å¼ ó÷èòûâàòü ïðè ïåðåñ÷åòå òåìïåðàòóðû). Îòìåòèì, ÷òî
êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ R îïðåäåëÿëñÿ äëÿ ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ íà äëèíå
âîëíû 532 íì è ýòî çíà÷åíèå îòëè÷àåòñÿ îò ñðåäíåé äëèíû âîëíû â íàøèõ
ýêñïåðèìåíòàõ (900 íì), âíîñÿ â òåìïåðàòóðó ïðè å¼ ïåðåñ÷åòå íåêîòîðóþ
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ïîãðåøíîñòü, îäíàêî ýòî íå âëèÿåò íà òåìïåðàòóðû, èçìåðÿåìûå â îáëàñòè
ïëàâëåíèÿ (â ýòîé îáëàñòè P < 800 ÃÏà è â ïåðåñ÷åòå íåò íåîáõîäèìîñòè).

Â [38] äàííûå ïî òåìïåðàòóðå ïðèâåäåíû óæå ñ ó÷åòîì îòðàæàòåëüíîé
ñïîñîáíîñòè íà ôðîíòå ÓÂ. Íåñìîòðÿ íà ýòî, ïðè äàâëåíèè âûøå 900 ÃÏà ïî-
ëó÷åííûå íàìè ÿðêîñòíûå òåìïåðàòóðû áëèçêè ê äàííûì [38]. Åñëè ó÷èòû-
âàòü îòðàæàòåëüíóþ ñïîñîáíîñòü, òî çíà÷åíèÿ òåìïåðàòóð óâåëè÷èâàþòñÿ è
õîðîøî ñîîòâåòñòâóþò ðåçóëüòàòàì, ïîëó÷åííûì ïî íàøåé ìîäåëè EOS. Òàê-
æå óëó÷øàåòñÿ ñîãëàñèå ñ ðàñ÷åòîì QMD (ìåòîäîì êâàíòîâîé ìîëåêóëÿðíîé
äèíàìèêè) [36]. Îòìåòèì, ÷òî â îáëàñòè ïëàâëåíèÿ â ÓÂ ýêñïåðèìåíòàëüíûå
äàííûå ïî òåìïåðàòóðå, ïîëó÷åííûå â ýòîé ðàáîòå, áëèçêè ê êðèâîé ïëàâëå-
íèÿ (êðèâàÿ 7 íà ðèñ. 3), ðàññ÷èòàííîé ïî ïðåäëàãàåìîìó ìåòîäó.

Ðèñ. 4. Êðèâûå ïëàâëåíèÿ ñàïôèðà
ïðè óìåðåííûõ äàâëåíèÿõ. 1 � ýòà ðà-
áîòà ïðè áèëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè
(20); 2 � ýòà ðàáîòà ïðè ëèíåéíîé àï-
ïðîêñèìàöèè (18); 3 � DAC [39]; 4 �
[40], 5 � MD [41].

Ðèñ. 5. Ïëàâëåíèå ñàïôèðà ïðè âû-
ñîêèõ äàâëåíèÿõ. Êðèâûå ïëàâëåíèÿ:
1 � ýòà ðàáîòà, áèëèíåéíàÿ àïïðîêñè-
ìàöèÿ (20); 2 � ýòà ðàáîòà ëèíåéíàÿ
àïïðîêñèìàöèÿ (18); 3 � DAC [39]; 4
� [40]. Òåìïåðàòóðà óäàðíîãî ñæàòèÿ,
ýòà ðàáîòà: 5 � áèëèíåéíàÿ àïïðîêñè-
ìàöèÿ (20); 6-ëèíåéíàÿ àïïðîêñèìà-
öèÿ ((18); 7 � ýêñïåðèìåíò.

Íà ðèñ. 4, 5 ïðåäñòàâëåíû ðàñ÷åòíûå êðèâûå ïëàâëåíèÿ ñàïôèðà è èõ
ñðàâíåíèå ñ äàííûìè ðàáîò äðóãèõ àâòîðîâ. Äîïîëíèòåëüíî íà ðèñ. 5 ïîêàçà-
íû çàâèñèìîñòè òåìïåðàòóðû óäàðíî ñæàòîãî ñàïôèðà îò äàâëåíèÿ, ðàññ÷è-
òàííûå ïî ïðåäëîæåííûì â ðàáîòå ÓÐÑ áåç ó÷åòà ïëàâëåíèÿ, è ïîëó÷åííûå
íàìè òðè ýêñïåðèìåíòàëüíûå òî÷êè ýòîé çàâèñèìîñòè â îáëàñòè ïëàâëåíèÿ â
ÓÂ. Ïðè íåâûñîêèõ äàâëåíèÿõ (ðèñ. 4) íàáëþäàåòñÿ óäîâëåòâîðèòåëüíîå ñî-
îòâåòñòâèå äàííûõ. Îäíàêî ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ íàêëîíû êðèâûõ â íà÷àëüíîé
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òî÷êå (ïðèP = P0 ), ÷òî, ñêîðåå âñåãî, îáóñëîâëåíî ðàçëè÷èåì â èñõîäíûõ
äàííûõ äëÿ íîðìàëüíûõ óñëîâèé. Ïðè äàâëåíèÿõ áîëåå 150 ÃÏà ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûå äàííûå î êðèâîé ïëàâëåíèÿ ñàïôèðà îòñóòñòâóþò. Ðåçóëüòàòû
íàøèõ ðàñ÷åòîâ äàþò òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé ïëàâëåíèÿ ñ êðèâîé óäàð-
íîãî ñæàòèÿ ïðè äàâëåíèþ 500 ÃÏà è òåìïåðàòóðå 10000 Ê (ñì. ðèñ. 5). Ýòî
òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ïëàâëåíèþ ñàïôèðà â ÓÂ è ñîãëàñóåòñÿ ïî
äàâëåíèþ ñ äàííûìè ðàáîòû [32], [36]. Òàêæå èç ðèñ. 5 âèäíî, ÷òî â îáëà-
ñòè ïëàâëåíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûå òî÷êè çàâèñèìîñòè TH = TH(P ) ëåæàò
âáëèçè ðàññ÷èòàííîé êðèâîé ïëàâëåíèÿ (â ïðåäåëàõ îøèáêè èçìåðåíèé), ÷òî
òàêæå ñâèäåòåëüñòâóåò î åå äîñòîâåðíîñòè (ïðè îáðàçîâàíèè çà ÓÂ äâóõôàç-
íîé îáëàñòè æèäêîñòü-êðèñòàëë çàâèñèìîñòü òåìïåðàòóðû óäàðíîãî ñæàòèÿ
îò äàâëåíèÿ TH(P ) ñëåäóåò âäîëü êðèâîé ïëàâëåíèÿ Tm(P ) ).

Âûâîäû

1. Ïðåäëîæåí íîâûé ôåíîìåíîëîãè÷åñêèé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ÓÐÑ â
îáëàñòè ñæàòèÿ è ðàñ÷åòó êðèâûõ ïëàâëåíèÿ êðèñòàëëè÷åñêèõ òåë ïðè âû-
ñîêèõ äàâëåíèÿõ è óìåðåííûõ òåìïåðàòóðàõ, ïðè êîòîðîì â êà÷åñòâå îñíîâ-
íûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ èñïîëüçóþòñÿ ÓÀ, îïðåäåëÿåìûå â äèíà-
ìè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòàõ, è òåïëîôèçè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè âåùåñòâà ïðè
íîðìàëüíûõ óñëîâèÿõ.

2. Ïîñðåäñòâîì ñðàâíåíèÿ ñ èìåþùèìèñÿ ðàñ÷åòíûìè è ýêñïåðèìåíòàëü-
íûìè äàííûìè äëÿ êðèâûõ ïëàâëåíèÿ è òåìïåðàòóð óäàðíîãî ñæàòèÿ â
ìåãàáàðíîì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ äàâëåíèé ïîêàçàíà ïðèìåíèìîñòü ïðåä-
ëîæåííîãî ïîäõîäà ê ïîñòðîåíèþ ÓÐÑ â îáëàñòè ñæàòèÿ.

3. Â ðåçóëüòàòå ñèñòåìàòè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàõîâ-
ñêèõ ãåíåðàòîðîâ óòî÷íåíà ÓÀ ñàïôèðà â ðàíåå íå èññëåäîâàííîì äèàïàçîíå
èçìåíåíèÿ äàâëåíèé. Ñ ó÷åòîì ýòèõ óòî÷íåíèé ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû êðèâîé
ïëàâëåíèÿ ñàïôèðà â îáëàñòè äàâëåíèé, ãäå äàííûå ïðàêòè÷åñêè îòñóòñòâó-
þò (P > 150 ÃÏà). Ïîëó÷åíî, ÷òî â ýòîé îáëàñòè ðàññ÷èòàííûå êðèâûå
ïëàâëåíèÿ è çàâèñèìîñòè òåìïåðàòóðû óäàðíîãî ñæàòèÿ îò äàâëåíèÿ äà-
þò òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùóþ èçâåñòíûì ïàðàìåòðàì ïëàâëåíèÿ
ñàïôèðà â ÓÂ. Â øèðîêîì äèàïàçîíå äàâëåíèé èçìåðåíà ÿðêîñòíàÿ òåìïå-
ðàòóðà ñàïôèðà çà ôðîíòîì ÓÂ. Ïîêàçàíî, ÷òî èçëîì íà êðèâîé Ãþãîíèî
ñîîòâåòñòâóåò ðàñ÷åòíûì è ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì î íà÷àëå ïëàâëåíèÿ
ñàïôèðà â ÓÂ.
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ÌÎÄÅËÜ ÂÑÏÛØÅÊ ÄËß ÏÎËÈÂÎËÜÒÈÍÍÎÃÎ
ÆÈÇÍÅÍÍÎÃÎ ÖÈÊËÀ ÂÐÅÄÈÒÅËß1

Ïåðåâàðþõà À.Þ.
Ñàíêò�Ïåòåðáóðãñêèé Ôåäåðàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé öåíòð
Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã

Ââåäåíèå

Ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà âû÷èñëèòåëüíîìó ìîäåëèðîâàíèþ ïîïóëÿöèîííîãî
ïðîöåññà â óñëîâèÿõ ðàçâèòèÿ ñìåæíûõ ïîêîëåíèé ó íàñåêîìûõ-ôèòîôàãîâ,
êîòîðûå îêàçûâàþòñÿ â ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ îêðóæàþùåé ñðåäû � òèïè÷-
íàÿ ñèòóàöèÿ äëÿ Åâðàçèè è Ñåâåðíîé Àìåðèêè. Àêòóàëüíóþ ïðîáëåìó ñî-
ñòàâëÿåò ÿâëåíèå â äèíàìèêå ïîïóëÿöèé, êîãäà îäíî èç íåñêîëüêèõ â ñåðèè
ìàëî÷èñëåííûõ ïîêîëåíèé íàñåêîìûõ âðåäèòåëåé ëåñà âäðóã ïåðåõîäèò ê
èíâàçèîííîé âñïûøêå ÷èñëåííîñòè. Öåëü èññëåäîâàíèÿ � ðàçðàáîòêà ìîäåëè
âûæèâàåìîñòè âçàèìíî ïðîäóöèðóþùèõ ïîêîëåíèé ñ ðàçíîé ðåãóëèðîâêîé
ôàêòîðîâ ñìåðíîñòè è íà ðàçíîé äëèòåëüíîñòè èíòåðâàëîâ âðåìåíè îíòî-
ãåíåçà. Äëÿ çàäà÷è ñòàíîâèòñÿ íåîáõîäèìûì îïåðåðèðîâàíèå íåïðåðûâíî-
äèñêðåòíûì ïðåäñòàâëåíèåì âðåìåíè èç ¾ñêëååíûõ¿ ñîáûòèÿìè íåïðåðûâ-
íûõ îòðåçêîâ, ãäå ñîáûòèÿ ðàñ÷èòûâàþòñÿ âñïîãàìåëüíûìè ñðåäñòâàìè.

I Ñîïðÿæåííàÿ äèíàìèêà ðàçâèòèÿ ïîêîëåíèé

Ðåàëüíûå ñèòóàöèè ðàçâèòèÿ ïîêîëåíèé íàñåêîìûõ â áîðåàëüíûõ ëå-
ñàõ ñëîæíî îïèñàòü äàæå óðàâíåíèÿìè Ṅ = rf(N 2(t − ν)) − F (Nk) ñ
F (N(t − h1), . . . , (N(t − hj)) [1]. Â áîðåàëüíûõ ëåñàõ ñ äîëãîé çèìîé èíòå-
ðåñ ïðåäñòàâëÿåò ôîðìàëèçàöèÿ òåìïà óáûëè þâåíàëüíûõ ñòàäèé. Äëèòåëü-
íîñòü îíòîãåíåçà â ïîëèâîëüòèííîì ñëó÷àå ìîæåò áûòü τ èëè T . Ïîäõîä ê
ìîäåëèðîâàíèþ ìîæíî ïðèíöèïèàëüíî óñîâåðøåíñòâîâàòü, åñëè ðàçäåëèòü
äèñêðåòíîå ðàçìíîæåíèå è äàëüíåéøóþ èçìåíÿþùóþñÿ ïî ñêîðîñòè óáûëü
ïîêîëåíèÿ. Ìåíÿÿ â ñöåíàðíûõ ýêñïåðèìåíòàõ âåëè÷èíû τ èëè T ìîæíî
îöåíèâàòü èçìåíåíèÿ ïîãîäíûõ óñëîâèé, ñîîòâåòñòâåííî ïðîäîëæèòåëüíîñòü
çèìîâêè, íà äèíàìèêó ïîêîëåíèé ðàçíîãî óðîâíÿ ÷èñëåííîñòè.

Íàìè ðàçâèâàåòñÿ íàïðàâëåíèå ¾ãèáðèäíûõ¿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ê
òàêîé äèíàìèêå îòíîñÿò äèñêðåòíî-íåïðåðûâíûå, èìïóëüñíûå, íåïðåðûâíî-
ñîáûòèéíûå ïðåäñòàâëåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Âûäåëÿþò è íåïðåðûâíûå
èíòåðâàëû, è äèñêðåòíûå îòñ÷åòû � âûäåëÿåìûå ïðåäèêàòèâíî ïî íàáîðó
óñëîâèé [2]. Óñëîâèÿ ìîãóò áûòü ôèêñèðîâàííûìè âíåøíèìè ïàðàìåòðàìè,
ëèáî ðàññ÷èòûâàòüñÿ èç óðàâíåíèé ìîäåëè. Òîãäà ìû ãîâîðèì î ìîäåëè,
âêëþ÷àþùåé íàáîð ïðåäèêàòîâ è ðåèíèöèàëèçàöèåé ìàñcèâîâ c Nt(0) .

1Âûïîëíåíî â ÑÏá ÔÈÖ ÐÀÍ ïî ïðîåêòó ÐÔÔÈ � 17-07-00125.
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Ïîäõîä ñ äâóìÿ êîìïîíåíòàìè âðåìåíè åñòåñòâåííûé äëÿ öèêëà ðàç-
âèòèÿ íàñåêîìûõ. Áåñïîçâîíî÷íûå îòëè÷àþòñÿ âûðàæåííîé ñòàäèéíîñòüþ
ðàçâèòèÿ. Ó ìíîãèõ íàñåêîìûõ ñ ïîëíûì öèêëîì ïðåâðàùåíèé ñåâåðíûõ
øèðîò ïîêîëåíèÿ èìåþò ðàçëè÷íûå óñëîâèÿ ðàçâèòèÿ, ñîîòâåòñòâåííî èíûå
ìåõàíèçìû, êîíòðîëèðóþùèå ôîðìèðîâàíèå èòîãîâîãî ïîëîâîçðåëîãî ïîêî-
ëåíèÿ. Ïîêîëåíèÿ íàõîäÿòñÿ â äîëãîì àíàáèîçå äî âåñíû, ëèáî ðàçâèâàþòñÿ
â âåñåííèõ óñëîâèÿõ. Èíòåðâàë âðåìåíè ìåæäó ïîÿâëåíèåì ïîëîâîçðåëûõ
ãåíåðàöèé 6= const . Ó÷åò ÷èñëåííîñòè îïàñíûõ íàñåêîìûõ ïðîâîäÿò ïî âðå-
äÿùåé ñòàäèè � ïîðàæåíèå íàíîñÿò ãóñåíèöû ñòàðøèõ âîçðàñòîâ. Ôèêñèðó-
åòñÿ ñîñòîÿíèå ïîêîëåíèÿ N(T) â ìîìåíò T íåçàâåðøåííîãî öèêëà ðàçâèòèÿ,
ñåçîííàÿ ÷èñëåííîñòü N , íàèáîëåå ìíîãî÷èñëåííîãî ïîâðåæäàþùåãî ïîêî-
ëåíèÿ [3]. Â ñèòóàöèè âñïûøåê ÷èñëåííîñòè âðåäèòåëåé ñîñòîÿíèå ïîïóëÿöèè
îöåíèâàåòñÿ ïî ðàçìåðàì ïîðàæåíèÿ ëåñà è ìèíèìàëüíûå çíà÷åíèÿ íà ãðà-
ôèêàõ âñïûøåê â ëèòåðàòóðå íå îçíà÷àþò ìàëî÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè [4].

II Áàçîâàÿ ìîäåëü âûæèâàåìîñòè ïîêîëåíèé

Íà ðàçâèâàþùååñÿ âåñíîé ïîêîëåíèå àêòèâíî îêàçûâàåò äàâëåíèå ïàðàçè-
òû, èçáèðàòåëüíî àòàêóþùèå ðàííèå ñòàäèè ðàçâèòèÿ. Äåéñòâèå ïàðàçèòîâ
ñòàíîâèòñÿ ýôôåêòèâíûì ïðè âûñîêîé ïëîòíîñòè æåðòâ, à â ñëó÷àå ïàðà-
çèòè÷åñêîé îñû Trichogramma evanescens ïîðàæàþòñÿ ÿéöà êóêóðóçíîãî ìî-
òûëüêà [5]. Áóäåì îïèñûâàòü óáûëü ÷èñëåííîñòè ïîêîëåíèÿ N(0) äî íîâîãî
ðàçìíîæåíèÿ íà èíòåðâàëå âðåìåíè, ðàçäåëüíî ó÷èòûâàÿ ôàêòîðû ñìåðòíî-
ñòè â áàçîâîé ìîäåëè óáûëè:

dN

dt
= −(αN(0) + β)N(t), t ∈ [0, τ ], (I)

ãäå α � êîìïåíñàöèîííûé ïàðàìåòð óáûëè, β � êîýôôèöèåíò íåçàâèñèìîé
îò ïëîòíîñòè ñìåðòíîñòè. Äëÿ âåñåííåãî ïîêîëåíèÿ ñèëüíà çàâèñèìîñòü îò
íà÷àëüíîé ÷èñëåííîñòè N(0) = λN(T ) ïðè äåéñòâèè íåãàòèâíûõ ôàêòîðîâ
àêòèâíîñòè åñòåñòâåííûõ âðàãîâ. Åñëè ïðîèíòåãðèðîâàòü (I), òî ïîëó÷èì
óíèìîäàëüíóþ çàâèñèìîñòü:∫ N(t)

N(0)

dN

−(α(w(t))N(0) + β)N(t)
=

∫ t

0

d t,N(t) =
N(0)

exp (t(α(w(t))N(0) + β))
.

Ìû ñóùåñòâåííî ìîäèôèöèðóåì ìîäåëü c äîáàâëåíèåì â (I) F[w(t)] � ôóíê-
öèîíàëüíîãî ïîïðàâî÷íîãî ñîìíîæèòåëÿ. Òàê ó÷òåì, ÷òî íà âûæèâàåìîñòü
îêàçûâàþò óñëîâèÿ òåìïû ðàçâèòèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ ìåòàìîðôîçà, ïåðå-
õîäà íà ñëåäóþùóþ ñòàäèþ îíòîãåíåçà:

dN

dt
= −(αF[w(t)]N(0) + β)N(t), t ∈ [0, τ ]. (1)
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Òåìïû ðîñòà w(t) = l(N−k(t)), k /∈ Z îòðàæàþòñÿ íà âûæèâàåìîñòè ïîêîëå-
íèÿ â áëàãîïðèÿòíûõ óñëîâèÿõ è ïðè ìåíüøåé ïðîäîëæèòåëüíîñòè îíòîãå-
íåçà íå ñòîëü êðèòè÷åñêèì îáðàçîì. Ñâÿçü òåìïîâ ðàçâèòèÿ F[w(t)] ðàçíàÿ
äëÿ ïîêîëåíèÿ c äîëãîé çèìîâêîé, ïîòîìó âûáåðåì äâå ôîðìàëèçàöèè F .

III Ôîðìàëèçàöèÿ ðàçëè÷íûõ óñëîâèé ïðîäîëæèòåëü-
íîñòè ðàçâèòèÿ

Âûõîä èç-ïîä àòàê ïàðàçèòà ñîïðîâîæäàåòñÿ äîñòèæåíèåì íåêîòîðîé ñòà-
äèè ðàçâèòèÿ, ñâÿçàííîé ñ ôèçèîëîãè÷åñêèìè èçìåíåíèÿìè [6]. Ìåòàìîð-
ôîçû ìîãóò ïðîèñõîäèòü òîëüêî ïîñëå íàêîïëåíèÿ äîñòàòî÷íîé áèîìàññû
w(td) , ÷òî ïîêàçàíî íàìè ðàíåå ïðè ìîäåëèðîâàíèè îíòîãåíåçà îñåòðîâûõ
ðûá Êàñïèÿ [7]. Îáåñïå÷åííîñòü ïèùåâûõ ïîòðåáíîñòåé îòäåëüíîé îñîáè â
ñâîþ î÷åðåäü çàâèñèò îò N(t) è âîçìîæíî ïðåäøåñòâóþùåãî N(t− h) , ÷òî
îïðåäåëÿåò äèíàìèêó ñðåäíåãî ðàçìåðíîãî ðàçâèòèÿ ïîêîëåíèÿ. Îáîñíîâàí-
íîé ïðåäñòàâëÿåòñÿ èäåÿ îïèñàíèÿ ñêîðîñòè óáûëè ïîêîëåíèÿ â çàâèñèìîñòè
îò òåìïîâ ðîñòà. Äëÿ ñêîðîñòè ðîñòà w(t) ìíîãèõ âèäîâ íà âñåì ïåðèîäå æèç-
íè èçâåñòíî áàëàíñîâîå óðàâíåíèå:

dw

dt
= ζ 3
√
w(t)2 − σw(t), w(0) = w0

Óðàâíåíèå óäîâëåòâîðèòåëüíî îïèñûâàåò ðîñò ðÿäà æèâîòíûõ íà àñèìïòî-
òèêå ïðèáëèæåíèÿ ê w → W∞ , íî èñêëþ÷àÿ ïåðèîä ðàííåãî îíòîãåíåçà äëÿ
âèäîâ ñ ìåòàìîðôîçàìè. Äëÿ íàñåêîìûõ è ðûá äàííîå óðàâíåíèå íåîáõîäè-
ìî ìîäèôèöèðîâàòü, òàê êàê ñèëüíî äåéñòâóåò âëèÿíèå ñêó÷åííîñòè îñîáåé,
è ñòàäèÿ ðàçâèòèÿ �I ïðîõîäèò ïðè ýíäîãåííîì ïèòàíèè. Ïðè óâåëè÷åíèè
ïëîòíîñòè âîçíèêàåò àíîìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ðàçìåðíîé ñòðóêòóðû ïîïó-
ëÿöèè â ñòîðîíó ïðåîáëàäàíèÿ îñîáåé ñ ìåíüøèìè ðàçìåðàìè.

IV Äèíàìèêà ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ

Îïèøåì äèíàìèêó óáûëè ÷èñëåííîñòè ïîêîëåíèÿ íà èíòåðâàëå t ∈ [0, τ ]
îáúåäèíåííûìè â ñèñòåìó óðàâíåíèÿìè:

dN

dt
= −

(
α

√
ŵ

w(t)
N(0) + β

)
N(t),

dw

dt
= ζ

w(t)2/3√
N(t)

− σw(t).

(2)

Âêëþ÷åíèå çàïàçäûâàíèÿ â (5) èç-çà èçðàñõîäîâàíèÿ ðåñóðñîâ â äàííîì ñåã-
ìåíòå ìîäåëè íå àêòóàëüíî, òàê êàê òåìï ïîïîëíåíèÿ ðåñóðñîâ âûñîê.
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V Óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîêîëåíèÿ

Àòàêà ïàðàçèòîâ, âûçâàííàÿ ïåðâè÷íîé ÷èñëåííîñòüþ ñïåöèôè÷åñêîå ñå-
çîííîå ÿâëåíèå. Îïèøåì âûæèâàåìîñòü âòîðîãî ïîêîëåíèÿ t ∈ [0, T ] ñëåäó-
þùåé ñèñòåìîé óðàâíåíèé ñ îïòèìàëüíûì çíà÷åíèåì ðàçìåðíîãî ðàçâèòèÿ
w̃ äëÿ çèìóþùåãî ïîêîëåíèÿ:

dN

dt
= −

(
α

√
(w̃ − w(t))2N(t) + β

)
N(t− h),

dw

dt
=

Q
3
√
N 2 + ζ

.
(3)

Â (6) w(t) � îòðàæàåò óðîâåíü ðàçìåðíîãî ðàçâèòèÿ ïîêîëåíèÿ, âëèÿþùèé
íà óâåëè÷åíèå ïèùåâûõ ïîòðåáíîñòåé; Q � ïàðàìåòð, ó÷èòûâàþùèé îãðà-
íè÷åííîñòü êîëè÷åñòâà äîñòóïíûõ ðåñóðñîâ; ζ � ïàðàìåòð, ó÷èòûâàþùèé
îãðàíè÷åíèå òåìïîâ ðàçâèòèÿ íå çàâèñÿùåå îò ÷èñëåííîñòè è îòðàæàþùèé
óðîâåíü êîíêóðåíöèè çà ðåñóðñû [8]. α � êîýôôèöèåíò ñìåðòíîñòè îò ñêó-
÷åííîñòè íî ïðè N(t) . β � êîýôôèöèåíò íåçàâèñèìîé ñìåðòíîñòè, ó÷ò¼ì
íåáîëüøîå çàïàçäûâàíèå h . Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ: N(0) = λN(τ), w(0) = w0 ,
λ � ñðåäíÿÿ ïëîäîâèòîñòü îñîáåé. Òàê ïîëó÷èì âû÷èñëèòåëüíóþ ñòðóêòóðó
äëÿ äèñêðåòíî-íåïðåðûâíûõ ðàñ÷åòîâ.

VI Çàêëþ÷åíèå

Ïðåäëîæåíà íåïðåðûâíî-ñîáûòèéíàÿ ìîäåëü èç äâóõ ñèñòåì óðàâíåíèé
óáûëè ÷èñëåííîñòè ïîêîëåíèÿ íà ñîïðÿæåííûõ èíòåðâàëàõ, ôîðìàëèçóþ-
ùàÿ ðàçëè÷èÿ ïëîòíîñòíîé è êîíêóðåíòíîé ðåãóëÿöèè â ñåçîíàõ ðàçâèòèÿ:
çàâèñÿùåé îò N 2(t) òåêóùåé è èñõîäíîé N(0) äëÿ ëåòíåé ãåíåðàöèè. Â íîâîé
ñîïðÿæåííîé ìîäåëè ôîðìèðîâàíèÿ ïîëîâîçðåëûõ ãåíåðàöèé èíà÷å ó÷òåíî
âëèÿíèå òåìïîâ ẇ ∝ v(N−k(t)) ðàçâèòèÿ íà âûæèâàåìîñòü íàñåêîìûõ, ÷åì
ðàíåå íàìè äëÿ ìîëîäè ðûá. Ìîäåëü (3) ïðåäïîëàãàåò âîçìîæíîñòè ðàñøè-
ðåíèÿ co ñëîæíûì ïðåäèêàòèâíûì ïåðåîïðåäåëåíèåì ôîðì ïðàâîâîé ÷àñòè.
Äëÿ îöåíêè ïðîñòðàíñòâåííûõ íåîäíîðîäíîñòåé ïðè èíâàçèè ïåðñïåêòèâíû
àâòîìàòíûå ìîäåëè, êàê ïîêàçàíî À.Â. Íèêèòèíîé â [9], èëè â àëãîðèòìå
àâòîìàòà c çàïàçäâàíèåì äëÿ ñèñòåìû ¾ðåñóðñ-ïîòðåáèòåëü¿ â [10].

Ëèòåðàòóðà

1. Äóáðîâñêàÿ Â.À., Ñîëîâüåâà È.Â. Êðèçèñ òåõíîëîãèè ìîäåëèðîâàíèÿ
ïîïóëÿöèîííûõ ïðîöåññîâ è âàðèàíòû åå êîððåêòèðîâêè //Òåõíè÷åñêèå
íàóêè è òåõíîëîãèè. 2016. � 1. Ñ. 248�259.

2. Ñîëîâüåâà Ò.Í. Äèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü äåãðàäàöèè çàïàñîâ îñåòðîâûõ
ðûá ñî ñëîæíîé âíóòðèïîïóëÿöèîííîé ñòðóêòóðîé // Èíôîðìàöèîííî-
óïðàâëÿþùèå ñèñòåìû. 2016. � 4. Ñ. 60�67.



60 "Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ"

3. Áîðèñîâà Ò.Þ., Ñîëîâüåâà È.Â. Ïðîáëåìíûå àñïåêòû ìîäåëèðîâàíèÿ
ïîïóëÿöèîííûõ ïðîöåññîâ è êðèòåðèè èõ ñîãëàñîâàíèÿ // Ìàòåìàòè-
÷åñêèå ìàøèíû è ñèñòåìû. 2017. � 1. Ñ. 71�81.

4. Äóáðîâñêàÿ Â.À., Òðîôèìîâà È.Â. Ìîäåëü äèíàìèêè ñòðóêòóðèðîâàí-
íûõ ñóáïîïóëÿöèé îñåòðîâûõ ðûá êàñïèÿ ñ ó÷åòîì îòêëîíåíèé â òåìïàõ
ðàçâèòèÿ ìîëîäè // Æóðíàë Áåëîðóññêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñè-
òåòà. Áèîëîãèÿ. 2017. � 3. Ñ. 76�86.

5. Ìèõàéëîâ Â.Â., Ðåøåòíèêîâ Þ.Ñ.Ìîäåëü äèíàìèêè ïîïóëÿöèè ðûá ñ
ðàñ÷åòîì òåìïîâ ðîñòà îñîáåé è ñöåíàðèåâ ãèäðîëîãè÷åñêîé îáñòàíîâêè
// Èíôîðìàöèîííî-óïðàâëÿþùèå ñèñòåìû. 2018. � 4. Ñ. 31-38.

6. Äóáðîâñêàÿ Â.À. Î êðèòåðèÿõ îáîñíîâàííîñòè äëÿ àíàëèçà íåëèíåé-
íûõ ýôôåêòîâ â ìîäåëÿõ ýêñïëóàòèðóåìûõ ïîïóëÿöèé // Ïðîáëåìû
ìåõàíèêè è óïðàâëåíèÿ: Íåëèíåéíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû. 2016. �
48. Ñ. 74�83.

7. Ïåðåâàðþõà À.Þ. Ìîäåëèðîâàíèå ýôôåêòà âîëíîîáðàçíîé êðèâîé âîñ-
ïðîèçâîäñòâà ïîïóëÿöèé ðûá // Ýêîëîãè÷åñêèå ñèñòåìû è ïðèáîðû.
2008. � 8. Ñ. 41�44.

8. Ïåðåâàðþõà À.Þ. Ìîäåëèðîâàíèå íåóñòîé÷èâîãî êðèòè÷åñêîãî ðàâíî-
âåñèÿ â ïîïóëÿöèîííîé äèíàìèêå // Ïðîáëåìû ìåõàíèêè è óïðàâëåíèÿ:
Íåëèíåéíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû. 2013. � 45. Ñ. 82-91.

9. Nikitina A.V. Mathematical modeling of the delay process in regulation
of population dynamics based on the theory of cellular automation //
Computational Mathematics and Information Technologies. 2019. Ò. 1. �
1. Ñ. 35-49.

10. Ïåðåâàðþõà À.Þ. Çàïàçäûâàíèå â ðåãóëÿöèè ïîïóëÿöèîííîé äèíàìèêè
� ìîäåëü êëåòî÷íîãî àâòîìàòà // Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû. 2017. Ò. 7
(35). � 2. Ñ. 157-165.



Ñâåøíèêîâ Â.Ì. Ìîäåëèðîâàíèå èíòåíñèâíûõ ïó÷êîâ . . . 61

ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÈÍÒÅÍÑÈÂÍÛÕ ÏÓ×ÊÎÂ
ÇÀÐßÆÅÍÍÛÕ ×ÀÑÒÈÖ Â ÏÐÎÒßÆÅÍÍÛÕ
ÑÈÑÒÅÌÀÕ1

Ñâåøíèêîâ Â.Ì.
Èíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé
ãåîôèçèêè ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê

Ââåäåíèå

Ïîä ïðîòÿæåííîé ïîíèìàåòñÿ ñèñòåìà, â êîòîðîé ðàçìåð â íàïðàâëåíèè
äâèæåíèÿ ïó÷êà íàìíîãî áîëüøå ïîïåðå÷íîãî ðàçìåðà. Ôîðìèðîâàíèå ïó÷-
êà ïðîâîäèòñÿ â ïðèýìèòòåðíîé ÷àñòè ñèñòåìû, à â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè, íà-
çîâåì åå îñíîâíîé, åãî äîóñêîðåíèå. Â ïðèýìèòòåðíîé ÷àñòè ïîòåíöèàë ìàë
(ïîðÿäêà äåñÿòêîâ âîëüò). Îí íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ ïîãðåøíîñòè ðàñ÷åòà
ïîòåíöèàëà â îñíîâíîé ÷àñòè (ïîðÿäêà ñîòåí òûñÿ÷ âîëüò). Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè ðàñ÷åòû ïðîâîäÿòñÿ ñ ïîãðåøíîñòüþ äåñÿòûõ äîëåé ïðîöåíòà, òî ýòî
ñîïîñòàâèìî ñ ïîòåíöèàëîì â ïðèýìèòòåðíîé ÷àñòè ñèñòåìû.

Óêàçàííûå ñâîéñòâà ïðîòÿæåííûõ ñèñòåì âûçûâàþò îïðåäåëåííûå òðóä-
íîñòè ïðè ïðîâåäåíèè ðàñ÷åòîâ íà ñåòêàõ (ñòðóêòóðèðîâàííûõ è íåñòðóê-
òóðèðîâàííûõ), ïîêðûâàþùèõ âñþ ðàñ÷åòíóþ îáëàñòü, ïðèâîäÿùèå ê ïî-
íèæåíèþ òî÷íîñòè è óâåëè÷åíèþ âðåìåíè âû÷èñëåíèé. Íèæå ïðåäëàãàþòñÿ
òåõíîëîãèè ðàñ÷åòîâ, ïîçâîëÿþùèå èçáåæàòü äàííûõ íåäîñòàòêîâ.

I Àëüòåðíèðóþùèé ìåòîä Øâàðöà

Äëÿ îñëàáëåíèÿ âëèÿíèÿ ðàçíîìàñøòàáíîñòè çàäà÷è áûëî ïðèíÿòî ðåøå-
íèå ðàçáèòü ðàñ÷åòíóþ îáëàñòü G íà ïîäîáëàñòè G1 è G2 ñ îáùåé ãðàíèöåé
γ . Â G1 ïðîèñõîäèò ôîðìèðîâàíèå è ðàçãîí ïó÷êà, à â G2 � åãî äîóñêîðå-
íèå. Ðàçáèåíèå ïðîâîäèòñÿ ñå÷åíèåì z = zγ , ãäå zγ çàäàåòñÿ çíà÷èòåëüíî
ìåíüøå äëèíû âñåé ñèñòåìû (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïó÷îê äâèæåòñÿ âäîëü
îñè z öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò (r, z) . Ðåøåíèå çàäà÷è ïðîâî-
äèòñÿ èòåðàöèîííûì àëüòåðíèðóþùèì ìåòîäîì Øâàðöà [1] ñ íàëîæåíèåì
ïîäîáëàñòåé, ñóòü êîòîðîãî ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Íà γ çàäàåòñÿ ïîòåíöèàë,
ñëåäóþùèé èç èçâåñòíîãî çàêîíà "òðåõ âòîðûõ"[2], êîòîðûé ñëóæèò íà÷àëü-
íûì ïðèáëèæåíèåì äëÿ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà. Ðåøàåòñÿ ñàìîñîãëàñîâàí-
íàÿ çàäà÷à â G1 . Èç åå ðåøåíèÿ ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïîòåíöèàë íà ãðàíèöå γ

′
,

îáðàçîâàííîé ñå÷åíèåì z = z
′

γ , à òàêæå êîîðäèíàòû è ñêîðîñòè ýëåêòðî-
íîâ. Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå êðàåâûå è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, â ïîäîáëàñòè
G
′

2 ðåøàåòñÿ ñàìîñîãëàñîâàííàÿ çàäà÷à. Èç åå ðåøåíèÿ íàõîäèòñÿ íîâûé

1Ðàáîòà ïîääåðæàíà áàçîâûì ïðîåêòîì 0315-2019-0008
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ïîòåíöèàë, êîîðäèíàòû è ñêîðîñòè ýëåêòðîíîâ íà γ è ïîâòîðÿåòñÿ ðåøå-
íèå ñàìîñîãëàñîâàííîé çàäà÷è â G1 . Èòåðàöèè ïîâòîðÿþòñÿ äî ñõîäèìîñòè
ïîòåíöèàëà íà γ , îçíà÷àþùåé, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è ïîëó÷åíî.

II Êâàçèñòðóêòóðèðîâàííàÿ ñåòêà

Èñõîäíàÿ çàäà÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ â îñåñèììåòðè÷íîì äâóìåðíîì ïðè-
áëèæåíèè â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ. Ðàñ÷åòû ïðîâîäÿòñÿ íà àäàïòèâ-
íîé êâàçèñòðóêòóðèðîâàííîé ëîêàëüíî-ìîäèôèöèðîâàííîé ñåòêå, ñóòü ïî-
ñòðîåíèÿ êîòîðîé çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.

Îïèøåì âîêðóã èññëåäóåìîé îáëàñòè G ñ ãðàíèöåé Γ ïðÿìîóãîëüíèê Q .
Ïîñòðîèì â Q ðàâíîìåðíóþ ïðÿìîóãîëüíóþ ìàêðîñåòêó âèäà

ΩH = {RI = IHr, ZJ = JHz, I = 0, 1, ..., Nr, J = 0, 1, ..., Nz},

ãäå Nr ,Nz � çàäàíû. Òåì ñàìûì ïðîâîäèòñÿ äåêîìïîçèöèÿ îáëàñòè íà íåïå-
ðåñåêàþùèåñÿ ïîäîáëàñòè. Ñðåäè íèõ ìîãóò îêàçàòüñÿ âíåøíèå ïîäîáëàñòè,
íå ñîäåðæàùèå òî÷åê G . Òàêèå ïîäîáëàñòè èñêëþ÷àþòñÿ èç ðàñ÷åòîâ, à âî
âñåõ îñòàëüíûõ ïîäîáëàñòÿõ ïðîâîäÿòñÿ ðàñ÷åòû. Â êàæäîé ðàñ÷åòíîé ïîä-
îáëàñòè ñòðîèòñÿ ñâîÿ ðàâíîìåðíàÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ ïîäñåòêà âèäà

ωh = {ri = RI + ihr, j = ZJ + jhz}.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïîäñåòêè ìîãóò áûòü íåñîãëàñîâàííûìè. Îáúåäèíåíèå
äàííûõ ïîäñåòîê îáðàçóåò ðåçóëüòèðóþùóþ êâàçèñòðóêòóðèðîâàííóþ ñåòêó,
íà êîòîðîé èùåòñÿ ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è.

Ãðàíèöà ñîïðÿæåíèÿ ïîäîáëàñòåé (èíòåðôåéñ) ñîñòîèò èç ðåáåð e è ìàê-
ðîóçëîâ m . Íà ðåáðàõ èíòåðôåéñà ââîäèòñÿ ñåòêà ωe .

Äëÿ ñøèâêè ðåøåíèé â ïîäîáëàñòÿõ ïðè ðàñ÷åòå ïîòåíöèàëà ýëåêòðè÷å-
ñêîãî ïîëÿ íà ðåáðàõ ââîäèòñÿ óðàâíåíèå Ïóàíêàðå � Ñòåêëîâà(

δϕ

δ~n

)+

e

−
(
δϕ

δ~n

)−
e

= 0,

ãäå ~n � íîðìàëü ê ðåáðó e , êîòîðîå àïïðîêñèìèðóåòñÿ íà ñåòêå ωe ñèñòåìîé
ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Äàííàÿ ñèñòåìà ðåøàåòñÿ êàêèì-ëèáî
ìåòîäîì â ïîäïðîñòðàíñòâàõ Êðûëîâà [3].

Âáëèçè êàòîäà è â îáëàñòè ïðîõîæäåíèÿ ïó÷êà, ñòðîÿòñÿ ãóñòûå ïîäñåòêè
äëÿ òîãî, ÷òîáû òùàòåëüíî îòñëåäèòü ïîâåäåíèå ïó÷êà, à ê ïåðèôåðèè îíè
ðàçðåæàþòñÿ. Ðåãóëèðîâêà ïëîòíîñòè óçëîâ ïîäñåòîê îáåñïå÷èâàåò àäàïòà-
öèþ êâàçèñòðóêòóðèðîâàííîé ñåòêè ê ïó÷êó.

Ïîäñåòêè âáëèçè êðèâîëèíåéíîé ãðàíèöû ïîäâåðãàþòñÿ ëîêàëüíîé ìî-
äèôèêàöèè, ñîñòîÿùåé â ñäâèãå íà ãðàíèöó ïðèãðàíè÷íûõ óçëîâ, îòñòîÿ-
ùèõ îò ãðàíèöû íà ðàññòîÿíèè ìåíåå ïîëîâèíû øàãà ïîäñåòêè. Âñëåäñòâèå
ýòîãî, èñêëþ÷àåòñÿ ïîÿâëåíèå íåêà÷åñòâåííûõ ñåòî÷íûõ øàáëîíîâ ñ ñèëüíî
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íåðàâíîìåðíûìè øàãàìè, àïïðîêñèìàöèÿ èñõîäíîé çàäà÷è íà êîòîðûõ äà-
åò áîëüøóþ ïîãðåøíîñòü. Ëîêàëüíàÿ ìîäèôèêàöèÿ îáåñïå÷èâàåò àäàïòàöèþ
êâàçèñòðóêòóðèðîâàííîé ñåòêè ê ãðàíèöå îáëàñòè.

III Âûäåëåíèå ïðèêàòîäíîé îñîáåííîñòè

Çàäà÷à àíàëèçà ïó÷êîâ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö â ðåæèìå îãðàíè÷åíèÿ òîêà
ïðîñòðàíñòâåííûì çàðÿäîì, êàê èçâåñòíî, èìååò âáëèçè êàòîäà îñîáåííîñòü
âèäà d

4
3 [2], ãäå d � ðàññòîÿíèå îò òåêóùåé òî÷êè äî êàòîäà. ×èñëåííûå

àëãîðèòìû è ïðîãðàììû äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è îáû÷íî ñòðîÿòñÿ áåç
ó÷åòà ïðèêàòîäíîé îñîáåííîñòè, ÷òî ìîæåò íå îáåñïå÷èòü äîñòàòî÷íîé òî÷-
íîñòè ðàñ÷åòîâ. Èçìåëü÷åíèå ðàçíîñòíîé ñåòêè, íà êîòîðîé èùåòñÿ ðåøåíèå,
â ýòîì ñëó÷àå ïðèâîäèò ê ñêà÷êàì ïîãðåøíîñòè, ñîïðîâîæäàþùèìñÿ åå âîç-
ðàñòàíèåì, à íå óìåíüøåíèåì.

Äëÿ âûäåëåíèÿ ïðèêàòîäíîé îñîáåííîñòè â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëîæå-
íû è ðåàëèçîâàíû ÷èñëåííûå àëãîðèòìû ðàñ÷åòà èíòåíñèâíûõ ïó÷êîâ çàðÿ-
æåííûõ ÷àñòèö, îñíîâàííûå íà äåêîìïîçèöèè èñõîäíîé îáëàñòè íà ïðèêàòîä-
íóþ è îñíîâíóþ ïîäîáëàñòè. Ïðèêàòîäíóþ ïîäîáëàñòü ïðåäëàãàåòñÿ ñòðîèòü
òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíîé ïðÿìîóãîëüíîé, ÷òî îáåñïå÷èâàåò ðàâíîå óäà-
ëåíèå òî÷åê ñòàðòà ÷àñòèö â îñíîâíîé ïîäîáëàñòè îò îñîáîé ïîâåðõíîñòè
êàòîäà. Ðåøåíèå â ïðèêàòîäíîé ïîäîáëàñòè èùåòñÿ àíàëèòè÷åñêè íà îñíî-
âå àíòèïàðàêñèàëüíûõ ðàçëîæåíèé Â.À. Ñûðîâîãî [4], êîòîðûå ó÷èòûâàþò
êðèâèçíó ýìèòòåðà (êàòîäà) è íåîäíîðîäíîñòü ïëîòíîñòè òîêà íà íåì. Â
îñíîâíîé ïîäîáëàñòè ðåøåíèå íàõîäèòñÿ ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè íà ïðåäëî-
æåííîé êâàçèñòðóêòóðèðîâàííîé ñåòêå. Ñøèâêà ðåøåíèé â ïðèêàòîäíîé è
îñíîâíîé ïîäîáëàñòÿõ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè âíåøíåãî èòåðàöèîííî-
ãî ïðîöåññà ïî ðåøåíèþ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Ïóàíêàðå � Ñòåêëîâà [5]
ìåòîäîì Áðîéäåíà [6].

Ïðîâåäåííûå ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû [7] äàþò õîðîøåå ñîâïàäåíèå ñ
ðåçóëüòàòàìè íàòóðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.
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Óñòüåâàÿ îáëàñòü Äîíà ñîñòîèò èç óñòüåâîãî ó÷àñòêà ðåêè (îò ñòàíè-
öû Ðàçäîðñêîé äî âåðøèíû äåëüòû â ðàéîíå ã. Ðîñòîâà-íà-Äîíó), äåëüòû
Äîíà è Òàãàíðîãñêîãî çàëèâà è õàðàêòåðèçóåòñÿ ïðîÿâëåíèåì çäåñü ñãîííî-
íàãîííûõ êîëåáàíèé óðîâíÿ. Â åå ïðåäåëàõ íàáëþäàþòñÿ òàêèå îïàñíûå è
íåáëàãîïðèÿòíûå ïðîöåññû, êàê ñãîííî-íàãîííûå êîëåáàíèÿ óðîâíÿ, çàèëå-
íèå ðóêàâîâ è ìîðñêèõ êàíàëîâ, à òàêæå ïîñòóïëåíèå ìîðñêèõ òðàíñôîðìè-
ðîâàííûõ âîä â ðóêàâà äåëüòû Äîíà.

I Ðàñ÷åò ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ

Ðàñ÷åò òå÷åíèé è óðîâíÿ ïîâåðõíîñòè âîäû â Òàãàíðîãñêîì çàëèâå ïðî-
âîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ äâóõñëîéíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè [1].

Ïðè ðàñ÷åòå ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ òå÷åíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ
ñëó÷àé, êîãäà äâèæåíèå âîäû îñóùåñòâëÿåòñÿ çà ñ÷åò äåéñòâèÿ âåòðà íà ïî-
âåðõíîñòü âîäîåìà.

Ïðîâåäåì ãîðèçîíòàëüíóþ ñåêóùóþ ïëîñêîñòü , îòñòîÿùóþ îò íåâîçìó-
ùåííîé ïîâåðõíîñòè âîäîåìà P0 íà ãëóáèíå, ðàâíîé ìàêñèìàëüíîé ãëóáèíå
ìåëêîâîäüÿ (Ðèñ. 1), è ðàçîáüåì âñþ îáëàñòü ìîäåëèðîâàíèÿ íà äâà ñëîÿ:
âåðõíèé � I è íèæíèé ñëîé II. Òàêèì îáðàçîì, I � âñå ìåëêîâîäüå è âåðõíÿÿ
÷àñòü ãëóáîêîâîäíîãî ñëîÿ, II � ãëóáîêîâîäíûé ñëîé.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà äâèæåíèå âîäû â ñëîå I âëèÿåò âåòåð, à äâèæåíèå
â ñëîå II èíèöèèðóåòñÿ êàê ãðàäèåíòàìè äàâëåíèÿ, òàê è äâèæåíèåì ñëîÿ I.

Ñèñòåìó êîîðäèíàò âûáåðåì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïëîñêîñòü XOY ñîâìå-
ñòèì ñ íåâîçìóùåííîé ïîâåðõíîñòüþ âîäîåìà P0 , îñü OZ íàïðàâèì ââåðõ.

Äâèæåíèå âîäû â âåðõíåì ñëîå I îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè ìåëêîé âîäû:

∂us
∂t

+ us
∂us
∂x

+ vs
∂us
∂y
− Ωvs = −g∂ζ

∂x
+ νxy

(
∂2us
∂x2

+
∂2us
∂y2

)
+
τsx
H
− τbx
H
, (1)

∂vs
∂t

+ us
∂vs
∂x

+ vs
∂vs
∂y

+ Ωus = −g∂ζ
∂y

+ νxy

(
∂2vs
∂x2

+
∂2vs
∂y2

)
+
τsy
H
− τby
H
, (2)

1Ïóáëèêàöèÿ ïîäãîòîâëåíà â ðàìêàõ ðåàëèçàöèè ÃÇ ÞÍÖ ÐÀÍ � ãð. ïðîåêòà ÀÀÀÀ-À18-
118122790121-5
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Ðèñ. 1. Âåðòèêàëüíûé ðàçðåç âîäîåìà ñ áîëüøîé íåîäíîðîäíîñòüþ ãëóáèí

∂ζ

∂t
+
∂Hus
∂x

+
∂Hvs
∂y

= 0. (3)

Çäåñü H = h + ζ ; us, vs � îñðåäíåííûå ïî âåðòèêàëè ñêîðîñòè â ñëîå I;
τsx, τsy � ïðîåêöèè íà îñè OX è OY ñèëû òðåíèÿ âåòðà î ïîâåðõíîñòü âîäîåìà;
τbx, τby � ïðîåêöèè íà îñè OX è OY ñèëû òðåíèÿ æèäêîñòè î äíî.

Äâèæåíèå âîäû â ãëóáîêîâîäíîì ñëîå II îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé, ñîñòîÿ-
ùåé èç óðàâíåíèé êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ è óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè ñðåäû:

∂u

∂t
+u

∂u

∂x
+v

∂u

∂y
+w

∂u

∂z
−Ωv = −1

ρ

∂p

∂x
+νxy

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
+
∂

∂z

(
νz
∂u

∂z

)
, (4)

∂v

∂t
+u

∂v

∂x
+v

∂v

∂y
+w

∂v

∂z
+Ωu = −1

ρ

∂p

∂y
+νxy

(
∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2

)
+
∂

∂z

(
νz
∂v

∂z

)
, (5)

∂u

∂x
+
∂v

∂y
+
∂w

∂z
= 0. (6)

Ê ñèñòåìå óðàâíåíèé (4)-(6) äîáàâëÿåòñÿ óðàâíåíèå ãèäðîñòàòè÷åñêîãî
äàâëåíèÿ

p = gρ (ζ − z) + pa. (7)

Â (4)-(6) è (7) u, v, w � êîìïîíåíòû ñêîðîñòè; x, y, z, t � ïðîñòðàíñòâåí-
íûå ïåðåìåííûå è âðåìÿ ñîîòâåòñòâåííî; ζ � âîçìóùåíèå óðîâíÿ âîäû; pa �
àòìîñôåðíîå äàâëåíèå; Ω � êîýôôèöèåíò Êîðèîëèñà; νxy, νz � êîýôôèöèåí-
òû ãîðèçîíòàëüíîé è âåðòèêàëüíîé âÿçêîñòè ñîîòâåòñòâåííî; ρ � ïëîòíîñòü
âîäû; g = 9, 8 ì/c2 � óñêîðåíèå ñèëû òÿæåñòè.
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II Îïðåäåëåíèå çàòàïëèâàåìîé è îñóøàåìîé îáëàñòåé

Àëãîðèòì èçìåíåíèÿ áåðåãîâîé ëèíèè çà ñ÷åò îñóøåíèÿ èëè çàòîïëåíèÿ
îáëàñòè ðàñ÷åòà îñíîâàí íà îïðåäåëåíèè ïðèíàäëåæíîñòè ðàñ÷åòíûõ ÿ÷ååê
ê ñóøå èëè ê âîäå. Íà ðèñ.2 ïðåäñòàâëåíà áëîê-ñõåìà àëãîðèòìà îïðåäåëåíèÿ
áåðåãîâîé ëèíèè âîäîåìà â ñëó÷àå ñãîííî-íàãîííûõ ÿâëåíèé.

ввод

H,KGz,

принадлежность

«воде» или «суше»(t) (f)
по KG

z+H>0

KG=.false.

zm+ >H hcr

KG=.true.

среднее zm

о
с
у
ш

е
н
и

е

з
а
т
о

п
л

е
н
и

еT

T

T

F

F

F

конец цикла конец циклаконец цикла конец цикла

цикл по области расчета

1

2

3

5

6

74

Ðèñ. 2. Áëîê-ñõåìà àëãîðèòìà ðàñ÷åòà îáëàñòè çàòîïëåíèÿ è îñóøåíèÿ

Íà àêâàòîðèàëüíîé ïîâåðõíîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàññèâà ãëóáèí èññëå-
äóåìîãî âîäîåìà ñòðîèòñÿ ðàâíîìåðíàÿ ïî êàæäîìó íàïðàâëåíèþ äâóõìåð-
íàÿ ñåòêà ñ øàãàìè h1 è h2 . Â óçëû ïëîñêîé ïðÿìîóãîëüíîé ðàçíîñòíîé
ñåòêè, ïîêðûâàþùåé àêâàòîðèþ, çàíîñÿòñÿ çíà÷åíèÿ ãëóáèí, à â óçëû ñåòêè,
ïîêðûâàþùåé ïðåäïîëàãàåìóþ îáëàñòü çàòîïëåíèÿ, çàíîñÿòñÿ çíà÷åíèÿ âû-
ñîò. Ðàçíîñòíûå ÿ÷åéêè ïðåäñòàâëÿþò ïðÿìîóãîëüíèê. Ó÷èòûâàÿ çíà÷åíèÿ
ãëóáèí â óçëàõ ïëîñêîé ñåòêè, îïðåäåëÿþòñÿ ÿ÷åéêè, íàõîäÿùèåñÿ â âîäå
èëè íà ñóøå. Ëîãè÷åñêèé ìàññèâ KG, õàðàêòåðèçóþùèé òèï ÿ÷ååê ("âîäà",
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"ñóøà"), çàäàåò êîíôèãóðàöèþ âñåé ðàñ÷åòíîé îáëàñòè. Â ïðîöåññå ðàñ÷åòà
íåêîòîðûå ÿ÷åéêè ñ ìàëîé ãëóáèíîé ìîãóò îñóøàòüñÿ â ñèëó ñãîííîãî ÿâ-
ëåíèÿ è ïåðåõîäèòü â ðàçðÿä "ñóøà". Ýòî ïðîèñõîäèò â òîì ñëó÷àå, åñëè
âåëè÷èíà H+ ζ ïåðåñòàåò áûòü ïîëîæèòåëüíîé. ß÷åéêè, ïåðåøåäøèå â ðàç-
ðÿä "ñóøà", â ñèëó ñãîííîãî ÿâëåíèÿ ìîãóò âîçâðàùàòüñÿ â ðàçðÿä "âîäà".
Òàêæå â ðàçðÿä "âîäà" ìîãóò ïîïàäàòü ÿ÷åéêè "ñóøà" â ïðåäïîëàãàåìîé
îáëàñòè çàòîïëåíèÿ. Ýòî ïðîèñõîäèò â òîì ñëó÷àå, åñëè íàáëþäàåòñÿ ïî-
âûøåíèå óðîâíÿ âîäû è ñðåäíÿÿ ïî ñîñåäíèì ÿ÷åéêàì ãëóáèíà íå ìåíüøå
óñòàíàâëèâàåìîãî êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ hcr . Çíà÷åíèå ãëóáèíû â òåêóùåé
ÿ÷åéêå çàäàåòñÿ ñ ó÷åòîì çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìàññû.

Âî âñåõ ñëó÷àÿõ èçìåíåíèÿ õàðàêòåðà ðàçíîñòíûõ ÿ÷ååê íåîáõîäèìî ïðî-
âîäèòü ïåðåèíäåêñàöèþ âñåé ðàñ÷åòíîé îáëàñòè.

III Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ

Áûëè ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû ðàéîíîâ çàòîïëåíèÿ â äåëüòîâîé îáëàñòè Äîíà,
êîòîðàÿ ìîæåò çàòàïëèâàòüñÿ è îñóøàòüñÿ çà ñ÷åò íàãîíà è ïîñëåäóþùåãî
ñãîíà âîäû. Âìåñòå ñ äåëüòîâîé îáëàñòüþ ðàññìàòðèâàëñÿ è Òàãàíðîãñêèé
çàëèâ, â êîòîðîì ôîðìèðîâàëñÿ ýêñòðåìàëüíûé íàãîí âîäû.

Ðèñ. 3. Ðàññ÷èòàííûé è íàáëþäåííûé óðîâíè âîäû â Äîíñêîì, à òàêæå ðàñ-
ñ÷èòàííûé óðîâåíü â Äóãèíî

Ñðàâíåíèå ðàñ÷åòíûõ çíà÷åíèé óðîâíÿ âîäû è íàáëþäåííûõ ïðîâîäèëîñü
äëÿ ïåðèîäà ñ 19 ïî 23 àïðåëÿ 2018 ãîäà, êîãäà íàáëþäàëñÿ ñèëüíûé íàãîí.
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Âåòðîâàÿ ñèòóàöèÿ íà äàííûé ïåðèîä áðàëàñü èç àðõèâîâ ìåòåîäàííûõ. Äàí-
íûå ïî óðîâíþ âîäû ñíèìàëèñü íà ìåòåîñòàíöèè Þæíîãî íàó÷íîãî öåíòðà
â õ. Äîíñêîì, íàõîäÿùåéñÿ â óñòüå ðóêàâà Äîíà è ïîïàäàþùåé â ïðåäïîëà-
ãàåìóþ îáëàñòü çàòîïëåíèÿ. Êðîìå òîãî, áûëè ïîëó÷åíû çíà÷åíèÿ óðîâíÿ
âîäû â òî÷êå, ðàñïîëîæåííîé â 20 êì ââåðõ ïî òå÷åíèþ ðóêàâà Áîëüøàÿ
Êàëàí÷à (õ. Äóãèíî), ãäå çàòîïëåíèå âîçìîæíî òîëüêî ïðè ñèëüíîì íàãîíå
âîäû. Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíû ðàñ÷åòíûå è íàáëþäåííûå çíà÷åíèÿ óðîâíÿ
âîäû íà ïîñòó Äîíñêîé, à òàêæå ðàñ÷åòíûå çíà÷åíèÿ â õ. Äóãèíî.

Ðàññ÷èòàííûå çíà÷åíèÿ õîðîøî êîððåëèðóþò ñ íàáëþäåííûìè çíà÷åíè-
ÿìè â ï. Äîíñêîé. Áîëüøèå ðàñõîæäåíèÿ ðàñ÷åòíûõ è íàáëþäåííûõ çíà÷å-
íèé, âîçìîæíî, îáúÿñíÿåòñÿ çàäàíèåì íà÷àëüíîãî íóëåâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
ïàðàìåòðîâ ðàñ÷åòà, à òàêæå âîçìîæíûìè ïðîáëåìàìè â êàëèáðîâêå ìîäå-
ëè. Ðàñ÷åòû íà ýòîò ïåðèîä ïîêàçàëè íàèëó÷øåå ñîâïàäåíèå ñ íàáëþäåííûìè
çíà÷åíèÿìè óðîâíÿ âîäû.

IV Çàêëþ÷åíèå

Èñïîëüçîâàíèå äâóõñëîéíîé ìîäåëè ãèäðîäèíàìèêè ïðè ðàñ÷åòå òå÷åíèé
â Òàãàíðîãñêîì çàëèâå ïîçâîëÿåò îïðåäåëÿòü èçìåíåíèå óðîâíÿ âîäû âî âñåé
äåëüòîâîé îáëàñòè Äîíà, ãäå ïðåäïîëàãàåòñÿ çàòîïëåíèå. Ïðèâåäåííûé àëãî-
ðèòì èçìåíåíèÿ áåðåãîâîé ëèíèè äåëüòîâîé îáëàñòè Äîíà äàåò âîçìîæíîñòü
ïðîâîäèòü ðàñ÷åòû ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ â îáëàñòÿõ ñ èçìåíÿåìîé
òâåðäîé ãðàíèöåé.

Ëèòåðàòóðà

1. Chikin A. L. A technique for evaluating �ow parameters in water bodies
with a highly heterogeneous depth //Water Resources. 2005. Volume 32.
N 1. January. P. 50-55.
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ÐÅØÅÍÈÅ

XIX ÂÑÅÐÎÑÑÈÉÑÊÎÉ ÊÎÍÔÅÐÅÍÖÈÈ-ØÊÎËÛ ÌÎËÎÄÛÕ
ÈÑÑËÅÄÎÂÀÒÅËÅÉ

"ÑÎÂÐÅÌÅÍÍÛÅ ÏÐÎÁËÅÌÛ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ
ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈß", ïîñâÿùåííîé ïàìÿòè Ë.À. Êðóêèåðà

Ñ 13 ïî 18 ñåíòÿáðÿ 2021 ñîñòîÿëàñü XIX Âñåðîññèéñêàÿ êîíôåðåíöèÿ-
øêîëà ìîëîäûõ èññëåäîâàòåëåé "ÑÎÂÐÅÌÅÍÍÛÅ ÏÐÎÁËÅÌÛ ÌÀÒÅ-
ÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈß", ïîñâÿùåííîé ïàìÿòè Ë.À. Êðó-
êèåðà.

Â ðàáîòå Êîíôåðåíöèè-øêîëû ïðèíÿëè ó÷àñòèå 49 ó÷åíûõ èç 10 ãîðî-
äîâ Ðîññèè, ïðåäñòàâëÿâøèå 16 íàó÷íûõ öåíòðà. Èç íèõ 15 äîêòîðîâ íàóê,
7 êàíäèäàòîâ íàóê, 5 àñïèðàíòîâ è 4 ñòóäåíòà. Áûëî ïðî÷èòàíî 14 ëåêöèé
âåäóùèìè ðîññèéñêèìè ó÷åíûìè â îáëàñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâà-
íèÿ, ñäåëàíû 15 äîêëàäîâ èññëåäîâàòåëÿìè ðàçëè÷íûõ íàó÷íûõ öåíòðîâ, èç
êîòîðûõ 12 äîêëàäîâ áûëè ñäåëàíû ìîëîäûìè ó÷åíûìè.

Ïîäâåäÿ èòîãè ïðîâåäåííîé Êîíôåðåíöèè-øêîëû, ó÷àñòíèêè îòìå÷àþò

� âûñîêèé íàó÷íûé óðîâåíü áîëüøèíñòâà ïðåäñòàâëåííûõ äîêëàäîâ,
ðàçíîîáðàçèå òåìàòèê è íîâûå îðèãèíàëüíûå ïîäõîäû ê ðåøåíèþ çà-
äà÷ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ;

� â òî æå âðåìÿ ñíèæåíèå êîëè÷åñòâà ìîëîäûõ ó÷åíûõ, ó÷àñòâóþùèõ â
ðàáîòå Êîíôåðåíöèè-øêîëû;

è ïîñòàíîâëÿþò

� âûðàçèòü áëàãîäàðíîñòü Êàðÿêèíó Ì.È., Íàñåäêèíó À.Â., Ãîëîâèçíèíó
Â.Ì. è Ãàí÷åíêî Ã.Ñ. çà ïðèâëå÷åíèå ê ðàáîòå øêîëû ìîëîäûõ ó÷åíûõ
èç âîçãëàâëÿåìûõ èìè íàó÷íûõ êîëëåêòèâîâ;

� âûðàçèòü áëàãîäàðíîñòü Îðãêîìèòåòó çà ïðîâåäåííóþ èì ðàáîòó ïî
îðãàíèçàöèè êîíôåðåíöèè-øêîëû;

� âûðàçèòü áëàãîäàðíîñòü àäìèíèñòðàöèè è ñîòðóäíèêàì ïàíñèîíàòà
"Ìîðÿê" çà ïîìîùü â ïðîâåäåíèè Êîíôåðåíöèè-øêîëû;

� îïóáëèêîâàòü Òðóäû Êîíôåðåíöèè-øêîëû è ðåêîìåíäîâàòü ê ïóáëè-
êàöèè â æóðíàëå ¾Âû÷èñëèòåëüíûå ìåòîäû è ïðîãðàììèðîâàíèå¿ íàè-
áîëåå èíòåðåñíûå äîêëàäû;

� ðàçìåñòèòü ïðåçåíòàöèè ëåêöèé íà ñàéòå Êîíôåðåíöèè-øêîëû;

� íàìåòèòü ïðîâåäåíèå XX Âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè-øêîëû "ÑÎ-
ÂÐÅÌÅÍÍÛÅ ÏÐÎÁËÅÌÛ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÌÎÄÅËÈÐÎ-
ÂÀÍÈß" íà 2023 ãîä.



Научное издание 

СОВРЕМЕННЫЕ ПРОБЛЕМЫ
МАТЕМАТИЧЕСКОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ 

Сборник трудов 

XIX ВСЕРОССИЙСКОЙ КОНФЕРЕНЦИИ-ШКОЛЫ 

МОЛОДЫХ ИССЛЕДОВАТЕЛЕЙ 
пос. Абрау-Дюрсо, 13–18 сентября 2021 г.  

Технический редактор Майер С.Ф. 

Подписано в печать 09.12.2021 г. 
Бумага офсетная.  Формат 60×84 1/16. Тираж 100 экз. 

Усл. печ. лист. 4,19. Уч. изд. л. 3,0. Заказ № 8268. 

Отпечатано в отделе полиграфической, корпоративной и сувенирной продукции 
Издательско‐полиграфического комплекса КИБИ МЕДИА ЦЕНТРА ЮФУ. 

344090, г. Ростов‐на‐Дону, пр. Стачки, 200/1, тел (863) 243‐41‐66. 



 
 
    
   HistoryItem_V1
   StepAndRepeat
        
     Create a new document
     Trim unused space from sheets: no
     Allow pages to be scaled: yes
     Margins: left 0.00, top 0.00, right 0.00, bottom 0.00 points
     Horizontal spacing (points): 0 
     Vertical spacing (points): 0 
     Mirror left to right on even-numbered sheets
     Add frames around each page: no
     Sheet size: 5.827 x 8.268 inches / 148.0 x 210.0 mm
     Sheet orientation: tall
     Scale by 100.00 %
     Align: centre
      

        
     0.0000
     10.0001
     20.0001
     0
     Corners
     0.2999
     ToFit
     1
     0
     1
     1
     1.0000
     0
     0 
     1
     0.0000
     1
            
       D:20211209144040
       595.2756
       a5
       Blank
       419.5276
          

     Tall
     375
     161
    
    
     0.0000
     qi3alphabase[QI 3.0/QHI 3.0 alpha]
     C
     0
            
       CurrentAVDoc
          

     0.0000
     0
     2
     1
     1
     0 
      

        
     QITE_QuiteImposingPlus3
     Quite Imposing Plus 3.0c
     Quite Imposing Plus 3
     1
      

   1
  

 HistoryList_V1
 qi2base





